Qu'n

For the longest ascending subsequence (LAT), which partial problem corresponds to the following
recursion?

DP(,t) = {1, if there is j < ¢ with DP(j,£ — 1) = 1 and A[j] < A[i]

0, otherwise

a. DP(i,£) = "Ali] is the smallest ending of an ascending subsequence of length £in A[1...1]".

DP(i,£) = "there is an ascending subsequence of length £ ending in 3".

Recall the setting of the Subset Sum problem. We are given a list of n integers and a number b and are
asked to answer whether there exists a subset in the list that sums to b.

If b is at most 10n, there exists a O(n?) time algorithm that solves the problem.

rue Subsel Sum wn O(n-b) = O(n-10n) = O*)

False

Consider the Subset Sum problem. Let  be the number of different values s > 0 which can be
expressed as a subset sum of A[1..4]. Similarly, let y be the number of different values s > 0 which can
be expressed as a subset sum of A[1..% + 1]. Then, y < 2z.

False

Consider the approximation algorithm we saw in the lecture for Knapsack. Let OPT be an optimal

solution (i.e. set of elements chosen) for the original problem and let OPT be an optimal solution for
the problem with rounded profits. What does the algorithm compute?

a. OPT
OPT

c. None of the above.

Let G = (V, E) be a graph with 5 vertices v1, v, v3, V4, Us. Suppose that
deg(vq) = 2, deg(vs) = 2, deg(vs) = 3, deg(vy) = 3, deg(vs) = 4.

How many edges does G have? (Your answer should consist of a single integer.)

Answer: 7 ZdQQ(V) =24+2+3+43+4 =14

D deg) = 2|El = 44 =2IEl
vev =p |El = ?



Let G be a graph with @ connected components.

True False

>< Removing any edge yields a graph with at most « + 1 connected
components.

>< Removing any vertex (along with the incident edges) yields a graph
with at most z 4 1 connected components.

Removing any vertex (along with the incident edges) with degree at
>< most 4 yields a graph with at most  + 3 connected components.

d e i
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The above graph contains a closed Eulerian walk.

connecled oand all verlices hove even dagra
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True False
>< The above graph has a Hamilton path.

It is possible to add one edge so that the graph contains a
>< Hamilton path.

Answer the following True/False questions.

True False
>< A polynomial time algorithm is known for deciding whether a
closed Eulerian walk exists in a graph.
>< A polynomial time algorithm is known for deciding whether a

Hamilton path exists in a graph.
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G raphentheorie
Grap\n'- G = (v, E)
Knolenmenga V' = §va, vy, ..\, a3 meigkns it {V|=mn
Kanlenmenge E < sfu,vyluveVvd meigkens it |El=m
benachbock/adjorent: v €V sind  benachbark, folls  es cine Kank awischen
wnd v bk, dh funieE
onliegend [inzident:  Eine Konde e B ish madent 20 Kknoka vel, falls v einer

der  lociden Enc\pw\k\c. von e st

« Forv € V, the degree deg(v) of v (gzerman “Knotengrad”) is the number of edges that are incident
to v.

@/ V_-
=%a,b,c,d,e3
o &

E- 2&“!53335)53) f_C,e’s, é‘)"%%

« A sequence of vertices (vg,v1,...,vr) (with v; € V for all ) is a walk (german “Weg”) if
{vi, vit1} is an edge for each 0 < i < k — 1. We say that vy and vy, are the endpoints (german
“Startknoten” and “Endknoten”) of the walk. The length of the walk (vg, vy, ..., vx) is k.

« A sequence of vertices (vg, v1, ..., v;) is a closed walk (german “Zyklus”) if it is a walk, k > 2
and vy = V. Ac\n-\'m3= 2yqklus # cycle
« A sequence of vertices (vg, v1,...,v;) is a path (german “Pfad”) if it is a walk and all vertices

are distinct (i.e., v; # v; for 0 <7 < 7 < k).

« A sequence of vertices (vg, v1, ..., V) is a cycle (german “Kreis”) if it is a closed walk, £ > 3
and all vertices (except vy and vy) are distinct.

\-\ow W\om3 Mifecent Pq-’;\ns -ctow\ Va 4o V¢ are 0
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How wan AMllerent waltks  Lith endpownts v, and v, are here ? o
9 P 1 6

Hows wongy A Lerend ccsc\es art  dhere ? 3
What  are all poss\‘ob. \en%-\-\ns for a walk with endpoints v, and VG? N\%0.143

What are all possible lenathns foc a path wLith endpoints v, and Vs? 23,4,S

+ An Eulerian walk (german “Eulerweg”) is a walk that contains every edge exactly once. . .
A|30¢'\‘“\WW\S n
« Aclosed Eulerian walk (german “Eulerzyklus”) is a closed walk that contains every edge exactly O(n+ ‘M)
once.
« A Hamiltonian path (german “Hamiltonpfad”) is a path that contains every vertex. .
— o o : NP - VO“S’rano\-s
« A Hamiltonian cycle (german “Hamiltonkreis”) is a cycle that contains every vertex.

Se 6 zu%mmen\r\&n%md.
G el Eu\erw% => Ale \Kno‘-mamoh ousser hachglens 2wel  §ind caerad\c

(uw\%crao\t Vw\o\u\%rdc sind  Stacd - und EnO\PMw&)

G ‘ot Euler ks ¢=> Alle Knolengradte Sindh «aeco«)w—

O O
\O Eller weg v \O Eller weq v
(/ } —Eu\xrz:)k\u.s 7 X O } Euler a-ak\us ? v
\D/ Hc\m'\\‘\-onekc}\ ?7 Vv O \-\c\vm'\\lrone-{-c\a\ ? x
Howildonkrels 7V Howuildonkrels 7 ¢

et 6 ‘oe\k‘o}o\y

G hod Eulerwey = Alle Vno‘-mamoh ousser hachglens 2wel  §ind %uod\c
wnd alle Konlen gind n derselben 2HK

G hed Eu\er%vk\us => Ale \,(nokhamo\e §ind\ aerm’\c wnd alle Konkn gad n
derselben 2HK



« Foru,v € V, we say u reaches v (or v is reachable from u; german “u erreicht v”) if there exists
a walk with endpoints u and v, or equivalently, there exists a path with endpoints « and v.

+ A connected component of G (german “Zusammenhangskomponente”) is an equivalence class
of the (equivalence) relation defined as follows: Two vertices u,v € V are equivalent if u reaches
v.

A graph G is connected (german “zusammenhingend”) if for every two vertices u,v € V, u
reaches v, or equivalently, if there is only one connected component.

« A graph G is a tree (german “Baum”) if it is connected and has no cycles.

HO\V\O\Q‘\QV«. Lemwa ¢ zo\ea(v) = 2|E]
vey

Bowsels: Jede Kanle (st 2 genan 2wer Knokn inaident

(Wean wic eine Konle in zuga?(.n, ethshd sch der Grad

von  ganou 2wer Knolen , Namlich den beiden Eno\pw\k-\&ﬂ der
Konle uwm 4.)

Aussage Jeder Graph G, in dem alle Knoten einen Grad von genau 2 haben, ist

zusammenhéngend.

|
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Aussage Sei G ein Graph mit . > 3 Knoten. Wenn G zusammenhangend istund m = n — 1

Kanten hat, dann muss G einen Knoten vom Grad 1 haben.

Widerspradisbewseis: Amnahme G hat keinen  Kaokn wd Grad 4
= WeV : deq(v)22
2 _deqWz) 2
veV veVvy

= 2m > 2n

=p m 2 n

=p \A)Qo\erspmc\\ 20 Wm=h-4

Das beweaist die Aussq?x. |2

Aussage Wenn es in einem Graphen einen Weg (walk) von Knoten a nach b gibt und einen Weg
von b nach ¢, dann gibt es immer auch einen Pfad (path) von a nach c.
L PR ° 0
Bewels: Se) (a v VayVa,y s Vi, 5)  ein w"% von a nach b
Sei (la VWa Wy Ly W ¢) emn De3 von b nach ¢

Vovn  is} (Q,Vq syVa, "')Vk )!) )""4)“)2)---)"‘)( \C) em D@% von a nach ¢

So\om?t ewn Knolen dl eV doppelt  vorkommt kirzen woir ab

Av\"«nj MiMe End(.
e ——— ———
Dh. folls der Wag die Form (x,‘,...,x; )O{ > 9 -39y s d, 2., ... ,‘2;‘) hod-

l’\\:f%‘n w‘\f U (X4’-.- ) x; ) A) 2, y = )zh).

So erholln wir elrun Plod wn a nach <.



Aussage Wenn ein Graph G einen Hamiltonpfad enthalt, dann muss G zusammenhangend sein.

Buoes. Se (V4, Vay o) Vo) ein “qmﬂ"or!p-(fqd wn G
Qelen X,y € " \:e\ieklcs
Fall x=¢: x ereicht o wel x=¢
Fall x#y X =V wnd w=Y foe i,:‘ € §4,..,n3
w.\.o.% S 4y
(V;, Vitd, ...y Viea, vJ) it en Pfad ven v:=x nach =9
X ercechy 9

Wil Vx"ﬁ €V : x ermicht Y %\“ ) st G pec Definidion %SQMMen\r\ahcagnJ

Aussage Wenn ein Graph G einen Eulerweg (aber keinen Eulerzyklus) enthalt, dann hat er genau

zwei Knoten mit ungeradem Knotengrad. @

Reweis. Es muss mindeslens emen Knolen wak un%gmo\cw\ Grad 30.\)2:\

Noch Hardsdhaglemma glt: 2 deg = 2[El
veVy
Insbesondere ist Ase die Summe aller Kno\m%me\e- %&NAQ.
Deshalb wuss es  einen 2welen Unoken %g!;m Wt lmsemo\cm Grad,

Ale  anderen Kmdehﬁcac\o. snd %c.mc\e , Wel es @inen Eu\o.r\m% 9ot



Aussage Jeder Graph G mit » > 3 Knoten, in dem jeder Knoten einen Grad von mindestens n /2

hat, muss zusammenhangend sein.

Seien x4 €V beliebiq.

Fall x=¢ - x erfeicht ¢ wel x=¢

Fall x#qy , gxq3eb:  x erceichy 9 wel fxu3eE

Fal x#4 ) §x43 ¢E:
s X =¢veV |Exv3eEY die Menge der Nachbaren von x
wd ¥V =EveV | g9.v3€E3 e Menge e Nachbaren von 4
= Xl2 7 wnd 1Y]25 wnd xmfX wd xyf Y
Widersprnchsbewess, Anndame X aY = &

= |V]2 IXI+]Y] +2 ? o
o,
=p L P \&5—°
n 2 z+3 + o— };
= 02 4o L X >

\I\)io\usp(uo\n , deshale X ay # &
Es %’\\:\- asd emen WKnolen §eXaVY

Dann ish (x,5,4) ein Plad von x nach g dh. x ecreicht ¢

Weeil Vx.cs eV: x ercicht Y 6\\-\- ) st G pes Definidion %sahnw\en\nim%gnd
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Eulerayklus  Algorithmus  in O(E)

1. Start: Achilles startet am Startknoten s und findet einen beliebigen ersten Zyklus C.
2. Initialisierung: Die Schildkréte setzt ihre Haupttour T gleich diesem Zyklus (" = C).
3. Wanderung: Die Schildkréte beginnt, ihre Tour 1" ab s abzulaufen.

4. Prifung: An jedem Knoten v, den sie auf ihrer Tour 1" erreicht, prift die Schildkrote, ob von

v noch unbesuchte Kanten ausgehen.

» Fall A (Keine Abzweigung): Wenn nein, lauft sie einfach weiter zum nachsten Knoten

gemaB 1.
» Fall B (Abzweigung): Wenn ja, stoppt die Schildkrote bei v.
5. Neuer Zyklus: Achilles wird bei v losgeschickt. Er lauft ausschlieBlich iber unbesuchte

Kanten, bis er einen neuen Zyklus C',.,, gebildet hat und exakt zu v zuriickkehrt.

6. Einfugen: Die Schildkrote figt den neuen Zyklus C,,.,, an der Position v in ihre Haupttour T°
ein.
e (Beispiel: Twar A -> v -> B.Cheyist v -> X -> v.NeuesTist A -> [v -> X ->
v] -> B.)
7. Fortsetzung: Die Schildkrote setzt ihre Wanderung sofort auf dem neu eingefligten Pfad
Cheu fort. Wenn sie Cy,e,, beendet hat, folgt sie dem Rest der urspringlichen Tour T (im

Beispiel: ...nach B).

8. Ende: Der Algorithmus ist beendet, sobald die Schildkréte ihre gesamte (jetzt erweiterte)

Tour 1" einmal durchlaufen hat, ohne Achilles (in Schritt 4B) erneut losschicken zu missen.

T=(s4, €, 2, 10, 14, 42,5)

© (143516, 2 40,11, 12 , S)
(54,3, 2,u,3 )$4,6,3 )
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