Qu}z

FUr beliebige Zufallsvariablen X;, Xo, ..., X, und Konstanten a1, . . ., a, gilt:
Elai X1 + a2 Xo + -+ + an Xy] = a1 E[X1] + -+ - + 0, E[ X, ].

I)IWahr

[ 1 Falsch Linearita} des Erwactungswertes 3'\“ immer

Fir beliebige unabhangige Zufallsvariablen X7, X gilt:
Var(X; + X3) = Var(X;) + Var(X>).

)(Wahr
[] Falsch LQW\W\G Skf;e'\'

Seien X, Y unabhangige Zufallsvariablen mit Var(X) = 1 und Var(Y') = 4. Dann ist

Var(X —Y) :\:E); Vor (X-Y) = Var(X  (-9-Y)
[ 1Wahr
M Falsch Varianz kann nie = Var (X) + Var (¢2-Y)
neaokiv  sein'
’ " = Var (X) + (-4)"- Var (V)
Py
= Var (X) + Var (V)
= A+y
=5

Sind X und Y unabhéngige Zufallsvariablen, dannist E[ XY] = E[ X]E[Y].

}{Wahr
1 Falsch Lemma Skeph

Sind X1, Xa, ..., X, Zufallsvariablen, sodass Var(X;) = 1 fur alle ¢, dann ist
Var(X; +---+ X,) =n.

[ 1Wahr es brauwcht die 2usataliche Beoﬁn%w\%’
NFalsch dass X, ) ,Xn una\a\r\av\sia sindl



Fir eine Zufallsvariable X mit Var(X) = 0% und E[X] = 0 und jedem A > 0 gilt:

Pr(X > Ao) < 1/A" C\'\dotas\\cv : P UX‘ELX]\ 2)"6] - :\4—7-

B Wahr )

v oA
[ ] Falsch P"-X ’)‘"] ,IT' P'[ 2 \e] !i P‘[‘X‘z ,\'6] s
y
o‘\o\s_E.re“am‘s §X>Ned ist dos Ereignis §X2\6} ist
ene leilmenas von EX2A-63 eine Te'\\vncn%g von §IXI2 N6}

Seien X, Y, Z drei Zufallsvariablen, wobei X und ¥ unabhéangig sind. Dann gilt immer:

E[X +Y - Z] = E[X] + E[Y] - E[Z]

[ 1Wahr \_/
}(Falsch 33“- ™ A\\%cme.'mm nue wean Y und 2 una‘ohanﬁia sind

Wenn X eine nicht-negative Zufallsvariable ist mit E[ X ] > 100, dann ist Pr[X >
10] > 1/2. C‘iesenhe'\spid'-
[ 1Wahr N = iw., R wzg it ﬂ.[w,.] =09 , e Luzl =04

(sene schwierige Fraqe )

0
>
o

Falsch
N und X(wy) =0, X(w,) = 40000
= E(X) = 09:0 4 0.A-40'000 =A000 > AOO

= Pl[x >40] =04 ¢ ‘;‘

Fur eine Zufallsvariable X und eine Konstante a gilt:

Var(X + a) = Var(X) %

)(Falsch eine Vcht.h'se‘ouns +a andert diwe 2c.rs-|'f¢uun3 nicht



Wenn wir unabhangig voneinander zufallig n Balle in n Behalter werfen (wobei jeder Ball

mit gleicher Wahrscheinlichkeit in jedem Behalter landet) und X die Anzahl der Balle im

ersten Behélter bezeichnet, dann ist E[X;] = 1.

N Wahr
[ 1 Falsch

Sev T k ene Indikotorvariolle dafar, ob der k-l Ball im erslen Rehaller \anded

= K,z La+...+1,

=) X =ElT,+...+1
EL 4] E‘.‘L‘!* "'-\'n] & Linearidad des Erwar’fw\sswu-k_s

= E{T.) +... + BTV

* . o0 +

(S
\5\)

n mal

=41

wacht induibiv Siant Wi erwarten, dass sich n Balke anf n Behaller gleichmassig

verkeilen



Fa\’run%s-(-'orme\ for 2w unabhangige diskcele.  2ufallsvariablen

e Sev 2 =2X+V , Wober X und ¥ 2ue una\o\&nsi%r. diskeele. 2ufallsvoriablen sind.

Damn ik £,6) = D (o 4y (@)

A "f\wx ,\\- danit die Summe 2 ist, muss ¥
Wahrschewnlichkeit dass '@0\3“0\ den Restwert 2-X annchmen,
die Summe den Weel Goec alle W\Ea\ichen weil X den Wed x hot x 4 (2-x) =2
2 ot Werke fac x summieen “’_‘_’;

Zwei faire, vierseitige Wirfel werden geworfen. Die Zufallsvariablen X und Y geben die
Augenzahlen an. Das heisst, fir alle & bzw. y im Wertebereich Wx = Wy = {1,2, 3,4} ist
fx(z) =+ bzw. fy (y) = }. Wir definieren Z = X + Y als die Summe der Augenzahlen.

Berechne fz(3) und fz(5) mit der Faltungsformel.

§20) = 2 K0 by (3-%)

xewx

= {x (- £y @3-+ £ 4y (3-2) ¥ £,(3)4,(3-3) + fx (4)- §y (3-4)

x4y + £ 4y (1) + £,0334,0) + fx(49)- Sy (-2

i. . .
4 + o + (o]

&

L1
&~
LoI1>
o>

]

+

“ PSES

£25) = 2_ & dyls-x)

xewx

= {x () £y (S + £ () Hy(s-2) & £,(3)-4,(5-3) + §5(4)- $y (5- &)

fx(- £y ) + £ -5y(3) + £, 4,(2) + £y (4)- Iy (1)

A4 a4 4.4 4.4
=T e tgyrtTLtuy

n
f=re



Gemainsame  Dichte: 'Fx.y (x149) o‘;( PelX=x, Y= 5-,\

Randdichde : £ () “ PrlX=x)
-fy(‘s) dﬁ Pr‘.y = 3)

Qusaw\men\r\ona I VY (Y B gh\fx‘y (%1%)

AN
Suvame Goer a‘k Maa\l.d\tn 94

okh. der E:r\“ku ven 4 {a Leg

N OX

3 fx() = %;fx.v (2)9)

= 0+40.25+0.45

=04

—
—_—

g 04 (ou4s | 04

def
Gemeinsame \Ierh&\uns'- Fyy (19) = PelX ex,Yey)

ded
Qano\vec-\c}\wxa‘- Fy () = Pe[X & x)

deb

FX,Y (xi4) = Z Z .Fx'\/ Cve)

= Ix.y (2"') + ‘cX.Y(z‘c) + -‘xly (2'3)

lusocw\mmhq“.a-.
X'éwx %‘ew\/
xex e 4
X
11243 Fey(2:6) = Z Z fxy ()
‘eWy wie W
4 |oa | o | 04 in i
9
Y ¢ |02 ]o2s]| o = fx,y (4, 1) + fxy(a,4) + Ly (@) + £y (2,6)
= 0440.24 0 +0.25
g [0 |oss | 04 =055




Waldsche |denhitat

N
¢ Seien N und X 2we unq!:\nanaiac. 2ulolisvariablen mit Wy &N, und ser 2= Z Xi die
124

Summe von N unabhangigen Kopien ven X,

Dann st EL2] = EBIN]- Elx)

Eine Autoversicherung analysiert die taglichen Schadensmeldungen. Die Anzahl der
gemeldeten Unfalle pro Tag wird durch eine Zufallsvariable N beschrieben, die Poisson-verteilt

ist mit dem Parameter A = 5.
Die Kosten eines einzelnen Unfalls werden durch die Zufallsvariable X reprasentiert. Dabei gibt

es zwei Kategorien von Schaden:

¢ Totalschaden: Kosten von 10.000 $ mit einer Wahrscheinlichkeit von 10%.
¢ Teilschaden: Kosten von 2.000 $ mit der restlichen Wahrscheinlichkeit 90%.

Berechne unter Verwendung der Waldschen Identitét die erwarteten Gesamtkosten E[ Z] pro

Tag.

EIN) = S

E{x] = E[X | Tolalschaden) - P¢[Tolalschaden] + E‘_XlTe'\\&hap\m} - P LTQE\SC\MAM]
= 40000 04 + 2000-0.3
= 4000+ A'800

= 2'800

Ef21 = E[N) - ElX)

"

S - 2'%00

= 44'oco0




Abschat tungen

Macrkov : Far eine nic\r\-‘-ne%a-‘;vc. Zufallsvarioble X und ein \oc\'\c.\{s%zs teR wmit ¥50

4
3'.“" Pex24] EL:_] oder anders uwy.&orm*‘- P;[x 24 [E["]] £ 7

B = sEx vEN RIXEREN] € 3
|

L .-.-l.‘lgl | I I
I v v g v l * )

Pr(x22-Elx)) ¢ 3

" ~
L

Intuwdiv: Es isd unwohescheinlich, dass die Werle von X vid grasser ols der Ermr-\unoswerlf sindl

C\'\e‘o“s\r\ew Far eine Zufolsvarioble X und e bc\ie.\o'\%:.s teR mit ¥50 gilt:

Ve [X
eelIx-Eix) 2 4] ¢ = *1] odec anders umgedormt: P‘[|X~E[x],_>_.|..m] ¢ %
=S‘\emo\aro\abwo.;ckuna S
4
E‘_X]'/‘ Pr[_‘K'ED(]‘ 2 7—6‘] & 2"
1] PR TSRS S )
’ - . ° : ; . PrUX'ELXH 33'6‘} g
S (o)

Intutiv e Es it unwahescheinlich, dass die Wede von X weter als 4 S‘(‘ancloro\q‘owe;c\nun?n vom
Erwarl\maswu+ entfernt gind.

Chernoff: Fae X = .ZMXC , webe X4,y oy Xn una‘o\\an%'\%g Zufallsvaciablen gind wit X; ~3¢moul|3(‘o;)’

%l\‘\’
4.8 ElX)

A) Pc[Xz(a-»s).E[x]] ¢ e f&r alle 0 <8 £4
4.5 EX)

2)  PlXe(-)EK] ¢ e f2 alle ©<§ £4

3) f(x24) ¢ Z.+ {&e alle 12 2¢E[x)



AuL%a\ozn .

Die Lebensdauer X in Stunden einer bestimmten Art von Glihbirne hat einen Erwartungswert

von IE[X] = 1000.

Schatze Pr[X > 2500] (also die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewahlte Glihbirne
2500 Stunden oder langer leuchtet) mit einer passenden Ungleichung ab.

Mac:cv E(x) 4000
Pe[X 2 2500] = 2500 2500 _g___ﬁ (Matkov i eraubt wal X nick%nﬁq-\"v '..v})

Eine Maschine fiillt Kaffeebohnen in Sacke ab. Das Gewicht X der Sacke schwankt leicht. Es ist
bekannt, dass der Erwartungswert E[ X | = 500g betragt und die Varianz Var[X| = 16g2.

Schatze Pr[|X — E[X]| > 12] (also die Wahrscheinlichkeit, dass ein Sack um 12g oder
mehr vom Erwartungswert abweicht) mit einer passenden Ungleichung ab.

(\M.hss\w.v Var(X) A€ y
PlIX-Elx)l242) £  Zm = mt T3 ®OM

Die Temperatur T" in einer Stadt kann zwischen —10°C'und 35° C' schwanken. Der
Erwartungswert liegt bei E[T"] = 10.

Schatze P’r[T > 30} mit einer passenden Ungleichung ab (oder begriinde, falls keine der
Ungleichungen anwendbar ist).

Mackev ist nicht ouf T anwendbar, weil T negative Werle annehmen kaan,
Fae Chebychev {ehlt die Varianz ...
ldee: Sev X:=T +40 eine nich- neaakve Zufallsvarable

E(x] = E{T+40] = E[T)+40 =410+40 =20

Mackov
X 20
O (T 230)] = P[T+10 2 40) = Pc[X2 40] < E,;%] = %o =98



Die Anzahl der verkauften Croissants X pro Tag in einem Café hat einen Erwartungswert von
E[X] = 20 und eine bekannte Varianz von Var[X| = 16.

Schatze Pr[X > 30] (also die Wahrscheinlichkeit, dass an einem Tag 30 oder mehr
Croissants verkauft werden) méglichst genau mit einer passenden Ungleichung ab.
Markor

E(x 20
mit Mackov : P[X 230] £ %l T “9_';

wit Cnebgghev: P[X 230) = Pe[X-Elx] 2 30- Eix]]

Pe[x-Elx) 2 30-20]

Pe[x-Ex) 2 10]

¢ pel|x-EX)| 2 0]
(\\0.523\\0& Vou [X3 LX)
|

-40
= Aot : |

w0 FF [X-Elx1 2 40]

(| S
LJ Ld

N

46
= Jos - 0.46¢ e [1x- ELx)] 2 10)



Ein Cloud-Dienst hat genau n. = 1000 registrierte Nutzer. In einer bestimmten Minute greift
jeder Nutzer unabhingig von den anderen mit einer Wahrscheinlichkeit von 10% auf den
Server zu. Sei X die Anzahl der Nutzer, die in dieser Minute zugreifen. X ist eine Summe von
unabhingigen Bernoulli Verteilungen, also X ~ Bin(1000,0.1).

Schatze Pr[X > 150] (also die Wahrscheinlichkeit, dass 150 oder mehr Nutzer gleichzeitig
zugreifen) mit einer passenden Ungleichung ab.

Eb(] =n.P = A00D- 04 = AGO

Yo iX) = n-p-(14-p) =1000-0.4-09 = 30

Markov E(x 100
mit Mackoy : Peix 245071 & 71%?} =

N

——
a50 <

o

.63

\\

n

wit Chebyshev:  Pr{X 24507 P.[x- Ex) 2 450 - E1x])

P.[x- Elx} 2 150 - 100 ]

= P|x-Ex 2 50)

¢ pfix-Ex1l 2 so)
Chcbzs\mv Var[x]

= so*
%
= qs00 - 0.036

a50

wit Chernoff: Pr{X2450] = Prlx 2 E"] 'El"]]
150

= P,[x 2 200 -rﬂx]]

= pefx 200+ 2) E0)

Cheenoff () 4. (4Y" E[x]

= e Y 0.0002u

|

10
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Wahescheinlichkeits - DP

Thomas ist ein Fussballspieler. In der kommenden Saison sind 7. Spiele geplant. Thomas darf
mit Wahrscheinlichkeit p; im i-ten Spiel mitspielen (sonst ist er ein Auswechselspieler).

Falls Thomas im 2-ten Spiel spielt, dann erzielt er mit Wahrscheinlichkeit ¢; ein Tor.

Um Thomas mehr zu motivieren benutzt er eine Sonderregel: Falls Thomas in den letzten drei
Spielen? — 3,7 — 2,1 — 1 ein Tor erzielt hat, dann darf er automatisch auch im z-ten Spiel
spielen.

Berechne die erwartete Anzahl Tore, die Thomas schiessen wird.

Dimengien:  DPI4,...,n+1]{0,4,2,3]

1}

Te't‘frob\em= pPLi,s] Erwactele Anzahl Tore ab Spid 1 Cinklusw), %e.%,d:m dass

Thomas eine Serle von s Toren in den direkd vorherigen

Seilen halte

E[To:e ab ' Serie S]

Base (ase: DPM+4,5]) = 0 far alle 46523

E[Tom ab ' Serie S]

il

Rekuesion: DP(i ;S

]

(E[Tote. ab i4+4 l Seriec min 1344,33] + A) : Pc[sckitss‘\ Toc)

+ [E[Tore abisd ] Secie 0] - Pefschiesst Tor]

(DP[°,+4, min {s+4,3‘3] + 4) . p‘.[s‘kk“_\ Tor)

+ D?L‘Hd, 0} Pf[&k'\ts&'\ Toc-_\

+, falls s=3

mobg; Pr LSL\r\'lc.SS“ Tm] =
P sons}



Reihenfelge: [MMER TOP DOWN!
L'Bsuma: Dfl4,0)

Lanlzeit:  O(n)
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