Erwqdunaswer-\'
« EIX) st Qe Erwqr‘\-unasweﬂ von einer Zufollsvarioble X

* wiuhv: en wehrscheinhichkelds - ﬁew'\dn’cd-c.r Durchschnitt von X

* L ac\ulva\en\o. Definitionen:
E[x] = Zx'Pr[X-'-x')

x e W,

= D Xw)- Pelw]
wEeN

A M-Cﬁabt. :

Berechne E[X] und E[Y']. Wir tbernehmen die Definitionen aus der vorherigen Aufgabe zur
Erinnerung:
o Zufallsvariable X: X (w) = w? auf dem Wahrscheinlichkeitsraum §2 =
{~2,-1,0,1,2} mit P({w}) = 0,2.
e Zufallsvariable Y: Y (w) = max(w, 3) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum {2 =

{1,2,3,4,5,6} mit P({w}) = ¢.
2Wwe  aquivalenle Dedinbionen

T4
El) = 2% Plx=x) E(X) = 2_ Xw)- Prlw])
xewx w e N
= 0-PefX=0) + A Pe[X=4+ L. P [X"—'Lﬂ = X(‘Q"’ri‘ﬂ "'X(")'r“-"ﬂ
't ] L ) ' +%X(0) Pr(0]4 X (1) - PrlA)+ X (2)-Pc[2]
= 9 s 2
EY) = 2_9 Ply=y) E[Y] = 2 Y- Prlw)
ye Wy wenR
= 3-Pe[Y=3] + 4-OfY=4)+T P [Y=5]4+ 6 PcLY=€) =Y(4): PelA) + Y(2)- P (2] + Y()- P (3]
3 A +Y(4) - Pe(4] + Y- PelST + Y6) - Pe €]
=3 3 + 4. T + c. % + ¢ %
N c1ierdesdiadesdaCd
= —G— - -2_“
[4

[}

I=

L



e Falls W, & IN, , dann 5\\;‘: es eine  delle  aquivalente  Dekbinition:

ElX) = Z Pelx 2 1) (brancht mon sehe selten)

i=4

* For eine Indikatorvanable T, 3’1‘*'- E(T,] = PrlA]

* Bewaise {or die Lemmas 2um Thema Wahescheinlichkeid sind weniqer ""““"‘"3' the mass)  sie

vor allem ausweno“cs wissen und onwenden konnen.

mearitat des E L } :
Linearitat des Erwartungsuects Addidivivak Homogenitat
F’__J’_“

* Erinnerung LinAla: § isk lnear falls [(x)+f(y)= £0x+q) wnd MB far AeR

* € ist eine lineare Funkbion: E[X]+ E[Y] = Elx*Y) wnd A-E[X] = E[AX] for NeR
* Konstanden dark man raustichen: EfX+6) = Elx]+ E(L] =E(x] +b
* Daraus folab per Indukbion: Sei X=a,X,+ agX, +...+ a,Xq+b ¢ 0u,ya0,b€R

dann ist E[X) = a,.(ElXJ + a,.{E‘.XJ +_ 4+ a,,‘E‘.X.,] +b

Finf Freunde veranstalten ein Wichteln. Jeder schreibt seinen eigenen Namen auf einen Zettel,
die Zettel werden in einen Hut geworfen und gut gemischt. Dann zieht jeder blind einen Zettel

heraus.
Wir wollen wissen: Wie viele Personen ziehen im Durchschnitt ihnren eigenen Namen?

Sei (L = Menge aller Permutationen von (4,2,3,4,5)

Sei X; eine |ndikadorvaciable {ce das Ereisnis "Person i 2ieht sich selbst
A folls Person i Sich selbst ieht ber oder Permutabion W
das heissk  X; () = g . .

sons}

= [EIX) = PrlPerson i 2ieht sich selbst] = T



Sei X eine 2ufallsvaciable | die die Anzahl Personen 25WH, die sich  Selbst 2iehen

S
= X = in
=15 s
= Eb(] = Z[E‘.Xo] =z% = -/l-
=1 -

S—?
Linearilal

= lm Durchschnidt  wird genau eine Person  sich selber 2ichen,

ch rian2

¢ lntuibiv: durchschnittliche quadriecke En-‘kmu\n% vom Erwqrhnaswu-\-
* hohe Varianz loedeutet Punkle sind wal vecstreuwt

* Ausreisser werden starker gewichtet durch  das Quadiieren

Varld) = E[ (x- )]

2
= E[xz] - qu & won nimmt maskns diese Formel

dlef.
. S%-ano(aro\awe'\c\mna ener 2ufolsvariable: 6 = {Vor[X]



£
X
v v v v
_f T ¢ : A t + D
0 4 2 3 4 § ¢
Elx) =3
_f T ¢ 1 | >

(Loploce Roum)

R
ElX] = 2 x-Prlx=x])

erx

=0-242. 4,234,414 ¢1

-o's”‘s”’i""s*‘s
A

=45-§

=3

2
neue 2ufallsvarioble (X - ELXJ)

o LE

3 4 § 6 3 ¢

[«
a <h
r

El(-33] = Varlx)
] —

0+ 2 3 4 56 3 g g
\lVar[x)
=
= 2

S‘\-M\o(ordawe\ck!ms ()

= (% -3

> R

X Elx-3¥)=08+1 % +3%
=4O'?S; =4



* Es cb"“’ Vocla-X] = o - VorlX]
Laplace Roun

X Sk&“(f V\ﬂ% 3

ELX .

v

Ug
—
2

(o} 1 3 4 S IS

Ene lineace Ska\ieruns bewirkt, dass sich alle Punkle wm Fokder a von [E(x) ue«a\)ewvsm,
Decholb wachst die Standardabweichung 5 um Fakior o

Decholb wachst VarlX) um FokYer oF , wed  Varlx)= &?

* Ee 3}“’ VourlX+ 6] = VarlX]

Verschiebung um +2 m

Die Variana \r\'&n%\- nac von oen Abstanden 2um Erwar-\-un%swer\- ab.
Diese Abglande bleiben a\o.'uck, Wenn wir alles um +b verschieben,

Deshalb blabt audn olie Varanz 3\0.34\.



Berechne die Varianz Var[Y] fur die folgende Zufallsvariable:

o Zufallsvariable Y: Y (w) = max(w, 3) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum §2 =

{1,2,3,4,5,6} mit der Wahrscheinlichkeit P({w})

ELY) =4 (von vor\ner;au Aw‘aa\n)

v v
Varl¥] = [E[ (v- €0O}]
= ELGv-9)
= Z (Y()-4)" . Pr(w)
wen

- (Y-a)- T (Y@ 5 (YO-4) - §
f(Y@-0) 3 (YE)-6) T (Y@-8) T
-t (3-wF (3-4) %
CRND R SECRIDRE BNCRID R

4 A A
= A7 4 4-2‘44'%4’0‘\-4'6’4-‘!'3'
=%

-6
k]
= 3

% fur alle w € Q.

2we ac\u'wq\mk Formeln f&r VarlY]

Ely?) = S Ve - pelw)
weL

=Y yet e vey -
+y(q)‘-"g+y(55‘-%+‘/(s)"-%
ST PR T
+ 4 -%-\- 5"'%"' Cz'%
404
=78
=4?‘4§
\\_/\V
2
VarLY] = ELY'] - ELY)
1
= M3 - o4
= 4‘}+%-4C



\A)lc\n’éao. Verk‘\unam
Bernouwli: Eine 2ufaMisvariable it genan 2we! maa\icl\c.n Werlen , entweder X =4 mil
Ergo\%SWfSchdn\ickkd’f P wd X =0 wmit Fehlerwaheschainlichkeit A-p

PelX=41=p und P[X=0)=14-p

P 4 ox=4
¢ Dichiefunktion: fx(’d =3 1-p itx=0
0 else

[ ]

ElX) = ¢

Vor X = p(4-p)

. 65(), Manzwuel ~ Bernoulli (%)

2ufalige 2ahl NEN (st durch 3 telbar ~ Bermoulli (%)

= Dichtefunkhon
Gewichtsfunktionen von X ~ Ber(p) Verteilungsfunktionen von X ~ Ber(p)
0.80 . e e p=02 1009 o p=02
o p=05 o p=05
e p=08 e p=038 °
0.60 0.75
= . t 5
Il !
> 0.40 o o ’
at =3
0.25 1
0.20 A i :
) -1 0 1 2 3 -2 - 0 . ’ ’ !
X



Binomial: Es qibt n unabhangge Versuche, oobei jeder Erfolgswahescheinichked p hal.
Wie 2ahlen die Anzahl Er-(o\?. 'ms%q.so.m’f.
* Wy =$0,4,...,n}
¢ X =R+t L+ X, wober X; ~ Bernoulilp)

das heisst, wir wiederholen ein Becnoull Experiment n mal

o die Dichiefuaktion sagt, wie Wahrscheimlich es ish, dass wir genauw x Eifolge haben
n n-x
(X)'Px' (4"P) folls % 620,4,..., n}

£ 00 =
0 sonst

¢ EIX) = np

¢ Vac{x) = n'()("'f')

* Bsp. Anzahl Kspl bei 20 Manwicln ~ Bin(20,3)

Anzahl emnsen be: 40 wmal w;r-‘lh\ ~ Bin (_40, %)

Gewichtsfunktionen von X ~ Bin(n, p) Verteilungsfunktionen von X ~ Bin(n, p)

[ e n=20p=02 [ 1.00 A ..0000:3000:.—0—0—
0.20 1 1 ® n=20,p=05 1 ° .
® n=20p=038 ° .
| i 0.75 °
[ ] [ ]
0.15 A .
= 1 1 = ° °
Il [ [ ] \ i
> . ° kO.SO
=~ 0.10 - X . .
[
[ ] [ ]
0.25 °
[ ] °
0.05 A | 1 ° * o 3=2,p=02
[ i ¢ ° ® n=20p=05
i | . : > ° =20,p=0.8
] _._o. ® a0 ..___ ° 0.00] ®=e—0—0—0-8 ¢ o ¢ o o © n=20,p=0.
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20



Poisson: Eg %'\Hf sehe viele unqb\\&naiat Bernoulti Experimmk wul  sehe kleinee Wahrschenbichheit.

Wir kennen nue A = durchschnidliche Anzahl Ef-fo\?. n emem lnlecvall,

o die Dichtefuanktion sagt, wie Wahrschembich es ist, dass wir atnaw i Er-‘o\ae haben

Iniervall.

5!\ Q;hew\
e..'\- X
£ = :
0
¢ Elx) = N

o VaelX)= N\

folls i €80,14,2,..3

sonst

° Gse. An2ohl Hai Anarl-“c aul Menschen im nachsken Jahe
An2oh) B c\'\fs ™ S‘.w.'uhtr in der nachskn Sekunde

Gewichtsfunktionen von X ~ Poisson(\

Nad

[N ] ) A=1
0.32 ©A=s
: e A=1
0.24
oy
I
> 1 o0
& 0.16
° [ ]
[ N ]
° [ ] [ ]
0.08 o °. .
[ { ]
[ ]
° ° ° °
,-..'P.I- To,.__ L.
0 5 10 15 20

1.00 4

0.75 1

PIX < z|

0.00

Verteilungsfunktionen von X ~ Poisson(\)

0.50

B ERIRIRRGE = o eenanaper — o e onenay
° @ °
° °
L]
° [
°
[ ]
°
P L]
°
]
L]
]
A=1
¢ ° A=5
]
o=o—o—0-* A=10

5 10 15 20
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(Geomedrisch: ie ot missen wir ein Bernoulli - Experiment wiederholen, bis wie 2um ershen
mal Erlolg haben?
o Werlebereich WX = {A\ 2,3,... 3

¢ die Dichlefunkbion sagh, wie wahrscheinlich es ist, dass wir arnow i Versuche
brauchen bis 2um ershen Er(o\s

£.(D = (4~f)M- P falis iefq,2,3 3
X =

0 sonst

o die Veckilungsfunktion sagt, wie Wahrschembich es ist, dass wir nach
spaleslens i Versuchen einen Erfolg haben

Fe() = 4- (a-p

* ElX) =5

A-
o Vaclx) = "";2‘-:'

* Gedachhnislos: PrlX2s+t|Xx>s)] =P [X24] [ocalle s4eN

Gewichtsfunktionen von X ~ Geom(p Verteilungsfunktionen von X ~ Geom(p)

)
0.80 1 ] e p=02 1.00 - .’.=.= .".-.-.-._
o p=05 ° o 0=* >
_ ° ®
e p=08 . ° (g
[
0.60 0.75 4 ° o
= # °®
I B ®
< 0.40 - VI 1 .
= ﬁ0'50 -
Ay
. -
0.20 [
oo 0.25 .
o e p=02
°f 0o o o o p=05
: £ otell 0 20000 " 0004 o= e p=038
0 5 10 15 20 , . , ;
k 0 5 10 15 20
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nesa"'w Binomial: Wie oft missen wir ein Bernoulli - Experiment wiedecholen, bis wir
2um n-ten mal Er(o\s habean?
¢ Werlebereich Wy = §4,2,3, 3

o die Dichtefunktion sagt, wie wahrscheimlich es st doss wir atnau k Versuche
brauchen bis 2um n-4en Er‘o\s

k-4 n k-n
("-4\ P e (1-p) folls KWegn, nea,nez ... 3
£ = R R
0 ) sonst
Msslick\«}kn far n-4 Eclolge die " Erfdge haben die (k-n) Missecolgs haben
aus k-4 Verswehen, Der ledale Wahrschembidhkat p Waheschembidhkak (4-p)

Versuch wird iqnoriect, weil es

immes ein Er-(o\ca sein Wunss per def.

¢ X =X+ X+ #X,  wober X ~ Geolp)

das heisst, i wiedesholen ein 3com¢’rr°-8chcs Experiment n wmal

n mal
n ) ;—-‘ﬂ n
¢ EIX) = % ecbung: EIX) = ElXat..4%0) = Bix)+ . 4B =502 - 5
n Mol
4 = . A ——— 4_
* Vac(X)=n" —;zﬁ utrlulmm\sf VarlX) = Var[Xa+..+X3) = VaclXa) +.. 4 Var[Xn) = 71-¢ + . 4 "_-_: =n- Tf
~ p* P
nur eclaubl weqen
Unab\\an:)}%kt“'
* Bsp. Anzohl Manzwiele bis 2um L. Kopf
Anz0h\ Bc‘?mak Menschen bis 2am 2 Bﬂ\\m\-caao.r
Gewichtsfunktionen von X ~ NBin(r, p) Verteilungsfunktionen von X ~ NBin(r, p)
[ ] ° r=3,p=02 1.00 A .....-:'_'
0.45 ® r=3p=05 L
e r=3p=08 @ P
0.75 © ._o—
>V<' 0.50 o~ o —
I~ R
0.25 ‘ .—._
._._ e r=3p=02
@ @ o r=3,p=05
0.00 et ® r=3p=08




12
Au-habc.m

In einem Netzwerk mit 100 unabhéngigen Servern fallt jeder Server mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% aus.
Wie viele Server fallen erwartungsgemass aus? Und was ist die Varianz?

X ~ Bin (400, 0.02)

ElX) = n'p =400-002= 2

VaclX) = n.p-(4-p) =406-0.02- 088 = 4.4

80% aller Passagiere haben ein giiltiges Ticket. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kontrolleur
innerhalb der ersten 4 Fahrkartenkontrollen einen Schwarzfahrer findet?

X ~ Geo (0.2)

Fell) = 4= (1-02)" » 053

Ein Patient wird positiv getestet mit Wahrscheinlichkeit 10%. Was ist die Varianz dieses Experiments?

X ~ Bernoulli(0.4)

Var[x] = p- (14-¢) = 0.4-09 = 0.0

——
—

Ein Buch mit 500 Seiten enthalt 500 zufallig verteilte Druckfehler. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit fur
exakt 2 Druckfehler auf einer Seite?

. soo _
X ~ Poisson (1) wel A=%50 =1
2—4 41 A
te® =" = 7= % 0.8

Wie wahrscheinlich ist es, dass wir genau 3 Primzahlen wurfeln aus 6 Versuchen?

X~ Bin (6,0-5) wul P= PePrimaahl %p.w:r-k\-ﬂ = PL£2,3,53) =05

-3
3
=90-05- 05> = 0.34

—
—

8= (3) o5 (105

Ein Basketballspieler trifft seine Freiwtirfe mit einer Wahrscheinlichkeit von 50%. Er will 3 Treffer erzielen. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass er insgesamt genau 6 Versuche benétigt?

X~ NBin(3,0.5)

£y (6) = (‘3-:) os - (4-0.5)6-: (i) 05" 0.8* = 40- os® 0.46

5
o
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Una‘o\n‘&naisc. 2ulallsvaciablen

¢ Die 2ufalisvaciablen X,,.. X, Siad U\nab\nan%Ra , folls far ole (x4 y ooy %) € Wx‘x S % Wy

N

gt: PelXa=xi, L Xa=xa) = BelXa=x]e e RelXa= %)
e lnbubiv: X wnd Y sind unabhangiq , falls der Week von X nichts dber den Werk von Y aussagh.
*Falls X andl ¥ unobhangiq sind , dann sind auch £,(6) wad £,(¥) wnabhangg, fee
beliebige Funkbionea £4 und 4,

Aux%a\am :

Wir werfen eine faire Mlinze zweimal hintereinander.
o Zufallsvariable X: Das Ergebnis des ersten Wurfs (0 fir Zahl, 1 fur Kopf).

» Zufallsvariable Y: Das Ergebnis des zweiten Wurfs (0 fur Zahl, 1 fur Kopf).

Frage: Sind X und Y unabhangig?
Al (x,4) € Wex Wy ausprobieren:

4.
2

1]
o>
]

P:[x=0,Y=0] 2= P[x=0)-Ply=0)
Pelx=0,y=4] = % = -3 = P[x=0) P(ly=1]

]
si»
"
N>
N

Pelx=1,Y=0] s Pr[x=43'P¢|,‘/=O]

ol
]
P>
i

Peix=4 ,Y=1]

< N < X

= Pelx=4)-Ply=4]

= X und Y sind !Ana‘o\nana'\a

Wir werfen einen fairen Wurfel zweimal.
o Zufallsvariable X: Die Augenzahl des ersten Wurfs.

« Zufallsvariable .S: Die Summe beider Augenzahlen.

Frage: Sind X und S unabhangig?

nen, wal Plx=6 $=2)=0 # z- {'2 = P [X=6]- [S=2)
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\D"C‘f\y‘a‘ Far u\nqb\r\&n%igv& Zufallsvanablen X4, %, , .., Xa 'a'!”"
. E[X4 "Xy Xn) = ELXA : ‘E\.xz] L Elxn“
e VaelXat X, + ... 4 X,] = VaclXa) + VoelX,] + .. + VarlX,)

Au Lba‘oz

Ein Anleger betrachtet drei verschiedene Aktien, X, ¥ und Z, fir die er jeweils einen Erwartungswert von
100$ und eine Varianz (Risiko) von 25% basierend auf historischen Daten einschatzt. Gehe davon aus, dass die

Kursbewegungen der Firmen unabhéngig voneinander sind.
Wie hoch ist der erwartete Gesamtwert und die Varianz des Portfolios X + Y + Z und des Portfolios 3X ?

Elx+vy+2) = EX) +[ELY] + EL2] = 400 + 400 + 100 = 300
Var[X+Y+2) = Var[X)+ Varl¥) +Varl2) = 25425425 = 3§
EL3X] = 3- E[X] = 3-400 = 300

Var[3X] = 3% VarlX] = 9-25 = 225

=) %\dc\r\cr E;war‘\-w\cywu-\ obee X+V+2 hal eine wvidd kleinece Vacianz

%eo\mak 2ufallsvariablen

Pelfv e A|X () =x3) .
+ Notakion: P ‘_X =X \ A] = Pr{A) -f&t ein Ermanis A

Pelfwe A X &x3)
felx e x| A} = PefA)

2
X(2)=3

E(XIA) = D x.f[X=x]A)

xeW,

Wir werfen einen Wiirfel. Sei Q = {1,2,3,4,5,6} und X (w) = max(w, 3). Das Ereignis A enthélt alle

X(€)=
geraden Zahlen, und das Ereignis B enthélt alle Zahlen < 3. GSC

a
Pl e Al (w)=33]) PLES) & 40 2 _2

erechnePr[X =3 | 4] = L — = = 2. - = =
serecre =3 1A o T oelasel 3T FATE 8

PrlfweB X (W) £2}] PL23)
Pr16) T el84,2,3))

Berechne Pr[X < 2 | B]

=0
—_
==
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bé;c\'\“ﬁskr Sadz far Code Expert:

Seien A4,,,,, Aa pacrweise o\is"‘w\k\re Ercianisx wit PlA) >0 und N=A,v...v A,

Dann it EIX] = 9 ELXIA] - LA
1=

Wahescheinlichkeils DP:

Ein Dieb lauft einer Strasse mit n Hausern entlang und versucht dabei, in jedes Haus einzubrechen. Das
Einbrechen in Haus 7 gelingt ihm mit Wahrscheinlichkeit p;. Durch erfolgreiches Einbrechen erhoht sich sein
Gewinn um g; und er lauft zum nachsten Haus. Falls ihm das Einbrechen nicht gelingt, muss er sofort zwei
Hauser weiter fliechen, das heisst, er probiert als nachstes in Haus ¢ 4 2 einzubrechen.

Was ist der erwartete Gewinn?
Dimengion: DPi4,...,n]
Teilproblem: DPLY) = Erwacleler Gewian wenn der Dieb bei Haus i shacked
Base (ase: DPIn) = p,-aq
Rekursion: DPLi] = ElGewinn ab Hous 1]
= ElGewinn ab Haus i | Einbruch in Haus i qelingt ] - B[ Einbruch in Haus i qetingt ]

+ E‘_(ae(o'mn ab Hous v | Einbruch in Haus i %el.'u%-\ hich‘\'] . Pf{_Ein'ome.k in Haus | %glins\ nicht ]

= (& + OPLi+a}) - pi  +  OPLi+2) - (1-p) fae agicn

Reihenfelge: [MMER TOP DOWN!
L3sun 9 0°P[4]

Lavlzet:  O(n)



