Fac t)\mae,n

Krais unﬁemdu L‘&.n%g moximaler Grool
| |

SO\‘\i von B(‘OO‘AS'- vo“s‘&no“%gr C-naPh
| v
v

Sei G ausammenhangend und 6 # Ky und G # Cin\:/l) donn ist 2(6) £ B(G) und

wnd  eine Farbung mit € A(6) Farben konn in 2ed O(IEY) %z(»‘w\o\e.n werden,

(&wc'ns dozu 1s¥ nicht sehe w;c\,\l,'“a)

Sei G ein 3-zusammenhangender, 4-regulérer Graph. Es ist bekannt, dass G keinen
K als Teilgraphen enthlt. Gib die Schranke fur x (G) geméss Brooks an.

3- 2usammenhangend = 2usammenhangend,

h-requac = a(6Y=4 |, G+ (raun

4- reqular und Kg € G = G ist nichd Vol\s4ano\§3

= 820“"3““3"“ {zc Brooks sind ecfallt, deshalb ('o\a# x(6) ¢ 4

—0
Ein Rad-Graph W, besteht aus einem Kreis C), 1 und einem zusatzlichen /O\O/\
"Zentrumsknoten", der mit allen Knoten des Kreises verbunden ist. Gib die Schranke W3: ‘\—‘/ i_f
0O—0O

fir x (W7) und fir x(Wy) geméss Brooks an.
Wy st -?.usammen\n&n%mo\, W3 # Congn, W3 #Kn, a6 =6

Wy = Ky, Brooks dacf nicht angewendet weeden! o N A

Sei G ein zusammenhangender Graph mit A(G) = 4, der genau 16 Briicken hat.
Gib die Schranke fur x (G) geméss Brooks an.

G st zusqw\menhanamo\

6 \'\0&‘\' 46 BfaCkCﬂ =2 G #‘ Czn*a ) C‘) * kh
= Beoﬁnsw\am {zc Brooks sind ecfallt, deshalb (-'o\a.\- x(6) £ 4



Planace Gra phen

G ist planar (=2 man kann G so 2eichnen, dass sich keine Konten Gbeckrenzen

Sadz: |n Jedem \olomqren Graphen 3'\\3‘ es einen Knoten wit Grad £ S

—0
I>° X Cn Ks

planac? = Ja planar? = Ja planac? = Ja planar? = Nein

(e Grade 2 €>

letz2le Woche: Falls \"eo‘&r induzierle Su‘oarapk enen Knokn mit Grad Wachskns k hal )
dann %'\\04 es ene F&rkuna wit  k+A  Farben.
aul planace Graghen omcagwmAe.’ﬁ
® Jeder indumerde Subgraph ist auch planar, el wenn Wir einen Knoten
entfernen, gqibt es danach immer noch keine WKanteniber kr:uzw\am
e k=5
= 2(6) 6
Vierfacbengate:  Jedec planare Groph ist L-farbbar, (Das heisst 2(6) & 4)

(Bewds ist  nicht Vo:lesunassM()



Far‘oungs—A\aot'\-‘kmus far 2- -Farb‘ao«fe_ Graehen

Algorithm 1 Farbungsalgorithmus fir 3-farbbare Graphen o © 4
1: while es gibt einen Knoten v, der mehr als /|V| ungefarbte Nachbarn hat do \\/
2:  farbe v mit einer neuen Farbe O—__ o
3: farbe alle Nachbarn von v mit insgesamt zwei neuen Farben (ist méglich per Annahme) —
4: end while O/
5: Losche alle gefarbten Knoten
6: Der Greedy-Algorithmus findet eine Farbung mit A + 1 Farben, da der Restgraph einen Ma- o

ximalgrad A < /]V] hat. o\¢3(v)>fl_v'l-'

In der while Sehleife userden hachstens 3-{lvI' viele Farben benudzt;, wel es
hachskns [V lterakionen %\H’ wal in 'Qeo‘cr \lerakion mehr als {[V] Knolen

entfeent werden , aber e 3\“— nue V] dIVET = V1 yiele Knolen 'ms«:)esam’r.

Do2un kommen £ {[V]'+4 eilere Farben vom C-uuo\'ﬁ A\c\sor}lkmus.

e Todal: hachslens 4-{[v)'+4 & OUiv]) Farben

o Laufzal: O(IVI+\EN)

Uno«\o\nan%}%ke}-\— von der L?mae eines Kiczesten WKreises undh % (G)

¢ Yk,ceN: Es gibt einen Graphen ohne einen Kreis wmit Lange £k aber mt 0@ 2 ¢

o Beweis ist sehe 33“\



Wahescheinlichketen

Er%e\on’\smm?x =% W, w,..3
Elementarereigais: W,
Waheschemlichkedt:  FLw]  auischen O wnd 4
und es muss gelien dlass wzé._a(’r W] =4

Bsp. Winefel wiredeln: .Q={4,2,3,L\,$,€3 , Pc‘."-}=%

Monze 2wel mal weeen: N = $ KK, K2, ‘2k,22'§ , Peix) = %

Ereiqnis:  eine Td\mzna,o. EcQ
wie delineren Pc[E) = Z_ frlw]
WEE
und es 31“* Ot PclE) &4
Kome\emen«\-&rueian'\s von E: E = Q\E
P[ET = 1- (€]

Bsp. Erslec Wuef ish Wopl: E= KK, K2}, R[E)= A[kk]+ f[uz] = % =3

Ersler Wurd ist nicht Kopf: E = N\E = {2k,22§) P[EY= A[2K]) + A[22]) = %-‘-

Leeses Erd&n‘.s: Cl2l=0
Sicheces Eceiqris * P[] =4

Bsp: Ersdee Winef isd Kof-( oder erstec Wnef isd nicht Koe("’ PrlEvVE) = A LR) =4



n

n
Addibonssadz: Far poaswoeise Aisjunkie He.na;.n A, .., Aa %\\% Pc[ U A'.] = Lf“ [A]

=4

das heisst A; n A = B Lals 14 )

£
Falls sich A und B nicht Gberschneiden, dann st die
Flache von AyR = Flache von A + Flache von B3
Bsp: Wirle) 2eigt eine %zmo\e. 2ahl: A=§2,4 63 PLAY= T
Weefe) ze'\s’f eine eins: B= §3 i) = T

weil AnB =8 folgk PrlAvE) = RIA1+pl6]= 3+ 5=7 =}

n L
Union - Bouad: Faxr He.na;n A, ..., Ad 6\\'\= Pc[ U A'.] £ LP“[A;]
i=4 =4
£
Flache von £ Flache von A + Flache von B + Flache von C

5 f—aA+/g\+/



Bop. Warfel 2eigh eine 200 €2 A= §4,23 PlAY = &
Werle) 2619t eine Primachl: B3=%72,3,53 e8] = %

PCLA UB] < P,]_A]-\-f,[-s] = %‘.* %=_§

Sieblormel: A LAvB] = A[A]+ P-[B] - Pr[Ang)
PelAuvBuC) = A[AY+A (B8] Prlc] - Pr[AGB) - O [BAC]) - P[ANC) + PLANBAC)

: (allaewmeine Formel muss man wnicht auswendiq kannen)

£

Flache von Flache von A + Flache von B - Flache von AnB

A = A + /_B\ = O

Laplace - Raum: Falls eadlich st und alle E\emen—\—arudanis& a\z'nc.\r\ walheschainlich  sindh.

El
Es qilt: PlE) = !\_.QT\

Bse. Warfeln : ;)eo\c 2okl st %\Q;c\\ waheschenlich

IEl 3
Weefe) ze'\3’r eine Primachl: E =%2,3,53 PlEY= Ty~ 6

4
2



Au\g%o;\oen :

In einer Manufaktur fir Prazisionsbauteile werden 100 Chips hergestellt. 5 Chips haben einen
Defekt am Gehause (E7), 3 Chips haben einen Softwarefehler (E2) und 2 Chips haben beide

Defekte gleichzeitig. Ein Chip wird zufallig ausgewahlt.
1. Warum ist der klassische Additionssatz Pr[E1 U E»] = Pr[E1| + Pr|Es] hier nicht

direkt anwendbar?

wel B4 und B, nicht digjunkt sind Es gt 2 Chips die beide Defekie haben

2. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der gewahlte Chip mindestens einen Defekt hat.

Sieb{ormel . '
) ' : \-Q h
PelE.L vE,}] = Pc[EL) + AIE,) - O [E, nE,) ) \)40‘“ C'f\(: hoc‘f oie 9 t.c e
£ Wakeschenkehked, ausaaxwo&\ﬁ 2
= lEA\ + |Ez.| _ \EaﬂEz‘ b\)efo\tn =5 Lqe\o\ce—aﬂum
lal - lal I
= S + = 2
- 400 100 " oo 0
S
= 100
= 006

3. Berechne die Wahrscheinlichkeit fir das Komplementéarereignis E; U E5 und interpretiere

dessen Bedeutung im Sachkontext.

PelE. UE,] = 1- F[E, vE,)

A-0.06

i

0-d4

Intecpredation: der Cnip hot keinen der beiden Defelkde



Ein Zahlenschloss hat 4 Ringe, jeder mit den Ziffern O bis 9. Ein Dieb weiB, dass die richtige

Kombination nur aus geraden Ziffern besteht (0, 2, 4, 6, 8), aber er weiB nicht, welche. Er

probiert zufallig eine Kombination aus, die nur aus geraden Ziffern besteht.

1. Definiere die Ergebnismenge (2 fir den Versuch des Diebes und bestimme deren

Méachtigkeit €2

(7

4-faches karlesisches Produkt

See 2 = go,z,q,c,ggq = }(0,0,0,0), (0,0.0,2),...,(8.8,8, 8)}

Wy

die Mcn%z aller m?sa\ic\ac.n Kombinadionen

\.Q\ = S b (S Mia\.ckke.\\m -cC-r o‘tﬂ Qf&kﬂ K§n3 * . e * S M?)a\.ckke\kn c\',.r g\gn \l'uet-kn K;na)

= 625

2. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit Pr|E], dass er das Schloss im ersten Versuch 6ffnet?

(Gehe von einem Laplace-Raum aus).

es %\‘o\' nwe  ewne ﬁdn-“%& Kombwalion \ deshalb ist |El =4

el A4
Pel€) = 137 = e25

Zufallsexperiment Laplace

Ein fairer sechsseitiger Wirfel wird X
geworfen. Q = {1,2,3,4,5,6}.

Ein ReiBnagel wird geworfen. Er landet auf  []
dem Kopf oder auf der Seite.

Aus einer Urne mit 3 roten und 7 blauen []
Kugeln wird eine Kugel gezogen. {2 =
{rot,blau}.

Ein Glucksrad mit 8 exakt gleich groBen, }(
nummerierten Sektoren wird gedreht.

Zwei faire Minzen werden geworfen. Man []
zahlt die Anzahl der Kopfe. 2 = {0, 1, 2}.

Nicht-Laplace

[ oY= pl2)=. = Rl6) = 5

)( Pr[KOfﬂ # Pr[Seide]

X Prlred} =03

#
Pefblan]=0.7

[] Ale Sekdocren 3\6&\ wohescheinhich

-2 2

;P{ Pelo)= fe[2]= 025 gg 2 1
= K= 4

f{4)=0F% 22 0



Zufallsexperiment

Eine Minze wird so lange geworfen, bis zum
ersten Mal , Kopf” erscheint. Man zahlt die

Anzahl der Wirfe. @ = {1,2,3,... }.

Ein Wirfel wird zweimal geworfen. Man
betrachtet als Ergebnis das Maximum der
beiden Augenzahlen (z. B. bei 3 und 5 ist
das Ergebnis 5).

S'-vv\\oson - Patadoxon

Laplace

[]

(]

X

X

Eine Fahrschule hat zwei Prifungstage mit folgenden Ergebnissen:

Fir die Manner:

bestanden gesamt
Tag 1 10 10
Tag 2 20 30

Waren Ménner oder Frauen am Tag 1 besser?

- 40

Pr LMonn besleht am lae 4] = Zo0 °
_ 20

PrLFrau beskht am lag Al = g§o

= Manner waten om Ta3 A besser

Waren Manner oder Frauen am Tag 2 besser?

20

Pr [Monn besleht am Ta% ‘2] = 30

]

A0

PrLFrau beskht am Tag 2] = 375

]

= Manner waren om Ta3 2 besser

Fir die Frauen:

Tag1
Tag 2
1
0.83S
0.66
0.8

Nicht-Laplace

Prial= %

=+
44_ 1
fl2J=22°7%
A4 A_ A4
P‘-[A]-:. -6-.6-= :s-é

N’
bede Wirfel minssen 4

sein, damit das Maximum

A st
A4, a2, 01
kRl=¢z* ezt e
R Dy P@
=32
36
bestanden gesamt
70 80
10 20
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Waren Manner oder Frauen insgesamt Uber beide Tage hinweg besser?

A0 + 20 30 3
Pc[Mann bes-kH] = m = Zo 4~ 0.8
PelFran beskht] = 2*4° - 80 -2 _ 53

80 + 20 100

= \nsaesawv} waien Frauen bessec!

Kombinatorik: e 2ichen Kk Elemenk oue einec Hu‘ﬁe mil n Elementen

3¢Ofdﬂ€“‘ ungeordnet
( ﬂe't\w.ngo\ﬁe wkh“a\ ( ﬂe\hengo\se esa\)
ik %w&ck\&gse.n nek-4
(VV\.\"‘ \D"co\o.r\\o\unae.n\ hk ( « >
|
ohne %w?»ck\eﬁe.n Kk n\ _ n
(o\rm?. w‘leo‘er\'\o\uv\am) n = (n_'_k“ = n(n-A)- .. (n-k+4) ( kx k!(n-k)!

Lernt oliese Tabelle ausweno\'\%‘.

Q’P 8] o \%’

Ko/ & 3 N

- - L —_ |ns¢31.sqm§ €66 6= GL‘= hk

ohne Qur&r.k\e%m , cagoro\ne'\-’

ED)

€3
N\ k
k=4 — ‘nsy.sam’f 6-S-4:3=n
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ohne 2uf GCk\e-‘}‘m , U\n%eoro\ne#!

%\Q'\c\q wie Vocher

Falls f_a.‘, ey QK3 QINQ umseoro\ne-\o. Mm%v. is}, dann 3’&4 es k' o\qiwae\w'éceno\e

geordnele Sequenzen. (Anwendung vom Fall ghne 2uricklegen 3eoro\ne-\.)

LI ¥ S
Deshalb wmissen wir noch durch &' deilen: \nscazsaw&'- ki-(n-kY = (k)

Nohliche Eignschalt: (D)= (i) 8sp. (8)=(3)

k Elumenle 20 (ahlen ist dassdbe, toie den Rest (n-k)

owzuwahlen wnol wey u werfen

Auf 60&)2“

Aus einer Klasse mit 10 Schulern sollen 3 Schuler ausgewéahlt werden, die beim Packen der
Koffer helfen. Wie viele Moglichkeiten gibt es, diese Gruppe zusammenzustellen?

Ao! A0-93-% - 2-46-S5&3 LA

A0

chne zur&ck\c%m, w\an.ocdnd'- (3) = - (40-3) T 3.2.4- 3-E5GITA
10-5°84 40-3-4 = 420
;5.2’.4 —

Ein Passwort besteht aus 6 Zeichen. Zur Verfugung stehen die 26 Buchstaben des Alphabets.
Wie viele Passworter gibt es, wenn jeder Buchstabe mehrfach vorkommen darf?

) 6
mit zu\r&ck\c«aer\) %eoro\nc‘r 26

Wie viele Passworter gibt es, wenn jeder Buchstabe nur einmal vorkommen darf?

€
ohne 2urf«ck\o.«a¢n, %eoro\'\e.“’ 2¢ (= 26'25'244'23‘22'24)
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Bei einem Pferderennen starten 6 Pferde. Es wird gewettet, welche Pferde als 1., 2. und 3.
durchs Ziel gehen. Wie viele verschiedene Ergebnisse flr die ersten drei Platze gibt es?

K3
ohne Qur&ck\caer\ 5 %eoro\nd: 6 =6-S-4~- ﬂ

Ein Professor méchte aus 7 Studenten eine Arbeitsgruppe von 4 Personen bilden. Innerhalb
dieser Gruppe soll zusétzlich ein Sprecher bestimmt werden. Wie viele Mdglichkeiten gibt es?
2 &S

3! 265321
L'-(3-4) T G32:4-3-2-1 T2

?
ohne unricklegen, ungrocdned: (L|> =
= 3§ msa\;c.\u Victer%cu‘afm

dazu 3\5’: es ;)ewei\s L vnsa\ic\ne. Sprecher

= L-3§ = ALO

In einem Eissalon gibt es 5 Sorten. Wie viele verschiedene Becher mit 3 Kugeln sind moglich,
wenn die Reihenfolge egal ist und Sorten mehrfach gewahlt werden dirfen?
965 4324

N0 S2A-dozzoa g

. S5+3-4 93 _
mit Qur&ck\caen y unxzoco&ne:h 3 =3/

Ein Gremium besteht aus 5 Mdnnern und 5 Frauen. Es soll ein Ausschuss von 3 Personen
gebildet werden, in dem mindestens eine Frau vertreten ist. Wie viele Moéglichkeiten gibt es?

A0 g
ohne %u\r&ck\g%zn, un?.oco\nd‘- (35 - (3)
4 o
alle Has\ldnen Drerergruppen ohne olle Ma3\}c_\\kz}hn 2 Manner 20 wahlen
40! s
3o (s ... A2o-40= A0

Wie viele verschiedene natlrliche Zahlen lassen sich als Produkt von drei verschiedenen

Primzahlen aus der Menge {2, 3, 5, 7, 11, 13} bilden?

BS54 3724
=2

¢!
T 32:4-32-4

31 (6-3)

6
ohne zur&ck\eaen , unaeoro\ne:\’ ( 3) =
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Beo\;n%‘e Wohrscheinlichkeiten:

* Wie wohrschanlich st das Ereignis A, wenn wir schon  wissen, dass das
Eceiqnis 2 e'm%e.-\-rckn st ?
Pc[A ng]
o Definbon: PelAIR] = —Pr_[e)_
* Man 3a34'~ " A ae%e‘oen R"
o LAIB] s} nur delinerd (a\\s Pc[8) >0

¢ Intubon:

2 , Flache von A ~ _‘;.; _ 4
PlA) = Antell von A an 12 = Flache von 2 2
1
Flache von An B A
PefA | B] = Anteil von A an B = O;;C\M — = _g‘__
A A2 _a 2
=6 a3

Wenn  wir Lassen, dlass e‘m%e\rce\m ist, donn  andect Sich dlie Waheschenlich-

kad von A auf %

Bsp.  Warde) ze'\s’f eine unﬁemo\o. Zah: A=%4,3 ,S3 Pc[A) = 2
Werfel zeigt eine Primachl: 3=%2,3,53 P (B = 2

e f.A n B8] PrL£3c53] _
PlAIBl= ey e -

NMEESTS
N
™
|
P
|
wIN
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Au&wa'oen'- Reweise ducch Einselzen der Defimition

PrLAlN] = RLA)
PclA n ] Pr[A] Pr[A)

ALY = oray T R T a4 - A
TredA]  AR=A  pla)-4
P(ALA) = 4
Pe[An A) Pr (A7 B
RLAIA) = —21AY = ®(A]
;\_!T.-'PrLAIB] ;;;:A
PC[A ‘;] = O
- PcLA nA) Pr[ﬁ-‘ B 0 -5

~—1 v?_ ;)
def. PrLAl8] AnA=g 6 [£]=0

P LA1BT: Pe 18] = Pr(BIAY. £ [A)
PfLAhB] . Pf[B] = PrLAﬂs-_‘ = PtLBOA-) - PfLBﬂ A] °Pf[A] =P,[_8|A]R—[A]

PelAIRY- R[BY = ~po(a] PrlA]
—1 — S —1
def. PrLAI8] l/\I:t-,Zeﬂ Anﬂ_'= BnA ;l_':)’e'.krn def. PrLAIB]
mit Fr(A)
P LA)

PelAnB8nC] =R[A) PIBIAY-A[CclAnB]

PLAY- PLBIAY: P(CIARB] = P[A)- P'[:‘E’A’;” i L:“L‘A(::]‘m de. PrLAIE]
- pl8aA]- o L;" EA(: ;‘]‘m PrlAY Wirceen
- plaag). O L;‘CA(:;‘_J&] BnA=AnB
= AlCn(ANB)) Pr[AnB] kirzen

=P{AnBaC) N ist assoziativ und kommulativ
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Eine Familie hat zwei Kinder. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder Madchen
sind?

N =§FMM MY M 3)% st en LQPlace-fzaum

Pl = §

Eine Familie zwei Kinder. Du weisst, dass mindestens eines der Kinder ein Madchen ist. Wie
gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder Madchen sind?

Beide Kinder sind Madichen: A = § MM

2
y

Pr‘.A] = %
3
Eines der Kinder ist en Madchen: 8 = §MM M), JM3 Pc(B)= 7
P (A 8] PeliMmyl 2 4, 4
flAle) = g = e T
Eine Familie hat zwei Kinder. Du weisst, dass das jungere ein Madchen ist. Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder Madchen sind?
Beide Kinder sind Maddhan: A = $MM3 AR
2
Das jangere Kind ist €in Madchen: & = ZMM, MJ3 Pe(B8)= 7
P (An8B] PeliMMy) 23 4, 4
flate) = —=5 = “ete) T =73-2

Du hast drei Brotdosen. In jeder liegt ein Sandwich, das entweder mit Kase (K) oder Schinken
(S) belegt ist:

Dose 1: Ein Doppel-Kase-Sandwich (beide Seiten haben Kase: K-K).

Dose 2: Ein gemischtes Sandwich (eine Seite Kase, eine Schinken: K-S).

Dose 3: Ein Doppel-Schinken-Sandwich (beide Seiten Schinken: S-8S).

Du greifst blind in eine zufallige Dose, holst das Sandwich heraus und beiBt in eine Seite. Du
merkst: ,,Ah, diese Seite schmeckt nach Kase!”

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die andere Seite dieses Sandwiches auch mit

Kase belegt ist? (Sandwich i Se'.k)
wie beacnben die Halbtent (1= §(54,6),(5,8), (52, 0), (52,5, (53,4), (53, )3
Ersle Seite Kase: 3-‘-2(54;63,(84,5),(52,&)}5

P(8) = 7;‘.'

Beide Seden Kase: A =5(54,a), (84, b)}s P A] = %
A

’ [§£(51,0),(51,b 3 1.2 _2

IR LS I CECRONCNO, IO S -

(Y PelB] z =



Exercise S5.1 — 3-colorable graphs ZMSO\\%-AM-%O«‘DL

In the lecture you have seen an algorithm that finds an O (w/ |V|)—Coloring for every 3-colorable
graph (V, E). Fix a = /|V/|. The algorithm goes as follows.

1. While there is a vertex v with degree at least a, color v with a new color, color the neighbors

of v with two additional new colors, and delete v and all its neighbors from the graph.

2. Color all remaining vertices with at most o + 1 colors.

We
(a)
(b)

want to analyze and generalize this algorithm.
Where in the algorithm do we use that the graph is 3-colorable?
How many colors do we need at most (depending on «)? Show that for o« = +/|V| we only

need O(m) colors.

Show that your bound in (a) is tight. More precisely, create a 3-colorable graph on which
the algorithm uses Q(\/ |V|) colors.

Can you describe an algorithm that finds a O(|V|%)—coloring for every 4 colorable graph?

Can you describe an algorithm that finds a O(|V|Z_j)—coloring for every g colorable graph,

where ¢ > 2 is a constant?

Solution S5.1 — 3-colorable graphs

(a)

(b)

(d)

We use that the graph is 3-colorable to ensure that the neighbors of each vertex can be
2-colored.

Let k be the number of iterations that the while loop is executed. For each iteration, we
need 3 colors. Thus, we need 3k colors for all iterations of the while loop. In each iteration
of the while loop, we delete at least o + 1 vertices. Hence, it is executed at most DKLH <z
times. Hence, we need at most 3% colors during the while loop. Afterwards, each remaining
vertex has degree strictly less than «. Thus, the remaining vertices can be colored with at
most a+ 1 colors, e.g. using the greedy algorithm (if « is an integer, & many colors suffice).

In total this gives us an upper bound of 32 + a + 1 on the colors we need. For a = /|V/|
this equals 44/|V| + 1.

Fix sone constant 8. A wheel of size 203 is a cycle of length 28 and an additional “center
vertex” that has one edge to each vertex on the cycle. Note that every wheel is 3-colorable.

Let G be a graph consisting of 8 many disjoint wheels of size 23. The graph G has 5(28+1)

many vertices. Each center vertex has a degree of 20 > /8(2( + 1). Hence, when applied
to G, the algorithm will execute 8 many iterations of the while loop (one for each “center

vertex”). In each iteration, it introduces 3 new colors. Hence, it uses at 33 = Q(\/|V|)

colors.

Set o = [V|?/5.

(a) While there is a vertex v with degree at least «, color v with a new color, color «
many of the neighbors of v with 4,/a+ 1 additional new colors (using our algorithm for

3-colorable graphs), and delete v and all its neighbors from the graph.

(b) Color all remaining vertices with at most o + 1 colors.

Similar to before, let & be the number of iterations of the while loop. The number of colors

used can be bounded by

k-(4\/a+1)+a+1sg-(4\/a+1)+a+1.

For o = |V|?/3, this value is at most O(|V|%

S——

One can proceed similarly to (d). To get a g-coloring, one calls the algorithm to obtain

q — l-coloring. The value a can be chosen as o = 0(|V|%)

16



