Min-Cut Problem

Mu\\\-]%rap\n'- G = (V,E) ohne SchWeifen, um%u';ck\-e\', ungewsicktet, mehrere Kanten 2wischen 2uwe)
Knoten sind edaubt

Der Grad ish die Anzahl anlieaender Kankn, und nicht die Anzakl Nachbaren

@=0_0

dea(a) =3, deg(W)= S, deg(er =2

Komtenschnitd:  Eine Tc.ilwwn«bc dec Konden CSE, sodass (V,E\C) unzusamwenhangend ish
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C=$ta,d3,8¢, a8} C = §ta,b3 86,63 fc o}, fe,d33 (=g

Ac\nhm%‘ dieser Cut ist nicht dosselbe wie der (ut be Flassen

P(C’): Kacdinalital ¢l des \&\eins’cméaﬁc\um Schaits € im Mul#'.amfhm G
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Es %iH- immer:  M(G) £ min deg(v) %\

veV

wir kdnnten einfach diesen Unoten herausschneiden

Min - Cut Al%df”‘hmus via Flasse:
1) Geatben cinen Multigraghen &, konstruieren wic ein Netaweck N =(V,A,c,s,4)
wobe:r * N diesedlben Knoten hal wie G
* A hat eine WKanle (u,v) wd (v,u) folls G die Kande fu,v} hat
¢ c(u,v) = Anaahl Kanlen 2wischen w und v in G
*s st ein beliebiger, fixer Knoken
o 4. (nachster Scheidt)
2) Wir erieren Gber alle maglichen Yorgets € V\Es3 und becechnen die Kapozitat
cap(5,T) des minimalen Schnits (S,T) mit dem wmaxflow A\sor}’:hvnus

3) Gib die klenste Kaparitat auns, die 3e(uno\m wurde.

BSP' 4-) G wit wahlea s=d
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2) Wir iderieren Gber alle -hrads Yefab,c,ed:

max Llow A|aot'|-\|nw~us
>

max Flow Alaoc'v\\nvms
>

max Llosw Alsot'.-\\wms
>

max Llow Alsot'u-\hmus
>

3) P(G)‘:- W\;ﬂ %2,2,3’3% =__%_

moax {low

max {low

max {low

moax {low
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cap(8,T)

cap(S,T)

cap(S,T)

cap(S,T)

lnduibion®  Cap(S,T) is} genau die minimale Anzahl an Kanten, die man enlfernen ™Muss,

domil 5 und ¥ nicht mehe verbunden sind in G.

Loaufzeat: O(n- n*logn) = O(n". log n)



Kontraktionen

Kontcaktion einer Kante 2= $u,vi:
e nund v weden 2u einem Knoten %,
o Kanlen 2wischen © und v werden enifernt
o andere Kanlen nach w oder v gehen neuw W X%,

o den entstchenden Graphen nennen wir Gle
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Kontrakdion von §a,b3

Kontraktion von $c,d} — ()
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Das heisst, durch Kondraklionen wird der winimale Kanlenschnit ardsser oder er bleibt a\eic\n,

RBeweis: Sev C ein minimaler Schnitt in G\e

Dann 335‘ es auch einen Scharld in G wil "denselben" Kanten

entsprechender Schnidr in G %’D:’—%
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Falls G einen winimalen Kantenschnitt C mit e £ C hat, dann ist N(G\e.) = N((a)
Beweis: Sev C ein minimaler Schnitt in G wat e € C

Dann 3&5’: es aunch einen Schaidt in Gle wit "denselben" Kanten

) W/© entsprechendec Schnidt in Gle P @ ®
y i A

entsprechender Schmitt in Gle
>

A\%or'\-\\r\w\us'-

Cur(G) in O(n?) G zusammenhangender Multigraph
1: G+ G

2: while |V(G')| >2do = 0(n) lterationen

3: e + gleichverteilt zufillige Kante in G’

4

5

G+ G’/e = n O(n)
. return Grosse des eindeutigen Schnitts in G’ @'

e Monle-Carlo A\%orﬂhmus

Falls e %ul\allla %\e;c\r\vuldﬂ' qusywa\n\# l.oiro‘, %HF Pr[rl\(éh = M(G\d] 2 A —‘:‘
Beweis: Sei € e minimaler Kankenschnidd und e € E zqa\\;b %\eiclnvu-‘ei\*

IE) = 2. P o\cs(\f)
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Wie  delinieren: ‘3((7\ = PfI_Cu’r(Cﬁ ist korre.k-\]

wd B = e B

(1=(V.E).|Vlsn

(A
Es glt Wn23: ﬁ(n) 2 A lnea)

Beweis: Cei G ein Mu\“;stafh mit n Knoten

VI = n

schon %e’id%+

Geaenwahr scheinlichkeit

2u{aliy qeichverteilt = Laplace Raum
|E| = 3 n-\c)

kc2en

(E:[olsswa\nrsc\\e}nlickkel’f {z. 6)

(E:{ol«bswo\\/\rsd\e}n\:ckkel\- {c. den
sd\w"cdss‘»en G\rqfo\\en mit n Kno-h_n\

(b6 ist korrekd” ekt qenau dann ein, wenn {olsmalc beide Eceignisse eintreden:

Eaz p6)= m(6\e)
Ea= (uh(Gle) ist korrekt
Das heisst p(@) = PrlEa 2 E,]
=P E.) - Pe(E,)E,)

2 (1-2) Bln-n)

( = erste Kontrakbion erhalt den min cud)

(= restiche Kontrakhonen erhalden den wmin cut)

(Muldiplikationssate)

(Pf‘.Ed-\ z 4'%‘ wuede oben qezeiqt,

und P [E.1E.) 2 6("-4) per Ddin;'\;on)



Well dies far jeden ‘oe“o.\:'\ﬁm Multgraghen wit n Unolen oH, {olat:

P2 (1-F) pln-a)

Durch wiederholtes Einselzen ergibd Sich:

A n-2%4 /\
pm 2 = pln-4)
n-2 Y\
?.—n— P(ﬂ-?.)
;f_\:}.h-3 n-4 n-5
S n neal n-2 n-3
=0"Z p-3 wn-i4 n-§
n n-a n-z n-3
2
= n-(n-4)

Fe\n\er ceduktion -c&r Cui(ay:

o akluele Korrekineit: £

o 2idfewler: $

n (n-a)

= N= Te . 1n (S"')
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N’\eo\cr\no\unam, von denen wic

om Schusy den  kleinst 3e-tw\denen Schnitt ausacbm.

Laufzed in O(n*- An ) O(/\n‘q
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i3ootst rapping 1

Fes-\s4'e||un3= umss kleiner der Graph wird, desto wahrschemlicher ish es, dass der Algorithwiug

einen Tehler macht

role Kanle konlraleren = Fehler ) 3&« Kanl konlralmeren = min cut bleibt erhalten

dee: Vorsic.\n-\'-:ser sen Wo es 3&&\\:\24\ 13,

n ) n-41 ) « s e Y 3 ) Z
vorhes: - 24 '1
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Cuty(G)

G zusammenhangender Multigraph

1: G+ G

2: while |V(G')| >t do
3: e < gleichverteilt zufillige Kante in G’
4 G+ G'/e

5

. return Resultat des O(t*) Algorithmus auf G’

- be: + “brigen Knoten abbcechen

+-(4-4)

_

=\ w'.u\u\uo\unaen von Cut(a")

mit A4 = Erfo\%swﬁkfschttn\\c\\\kt\'\' 24

1]
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Wir deliniecen: §+(C-.) = Prl_Cuh_(G) ist korre.k-\]
und: €>+(n)== ind €>+((,)

G=(vE),lvi=n

Analog echalten Lo

N-2 n-3 n-4 I S SN
§+(n3 2 o noawz “¥a T e
n<Z n-3 wn-g X3 e
2 5 hea nez L d4a Tg
b (4-4) e-4
= aln-1) e
Fehlerceduktion for Cu—h(&)‘
o akluelle Korrekineit: € 2 : E:._?) C:
. Velfehler: 5 = &
N = et -yl T n(n-q) c-l ,
=> £ n(s ) )\ S e-4 N\zo\crko\unaeh

Laulzed in O((V\ (n-4) + +q3 S

n-(n-4) ¢
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Wie + wahlen?

Bootstrapping Linnen woir beliebiq oft machen, und erhalten im Limil die Lau2eit

O(n* poly(log n)

- 4 33* OP-‘-;w\q\
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S\Ma\\QS'\' e.ndosin3 disk

C-w.%doem eine endliche Punkkmcnac PR’

Gesucht:  der klensle Kees, der P umschliesst. (Punkte auf dem Rand sind eraubt)

Eindeubigheit:  Wir nehwen per Widerspruch an, dass Ci#C, 2wer klenste umsehliessende Kreise
sind. Dann kdnnen wic einen noch kleneren Kreis (' beshimmen, Was ein

Widersprnch 2ur Anndwwe ist, dass (4 und (o kleinstmaglich sind.

Cq Cl

Lemma 2.26: Fixr :)co\e ?unkkw\enge. P wmit 1P123 ﬁi“ es eine Td\w\zny. Q QP,

sodass |Ql=3 wnd C(P) = C(Q)

Q ist ein 2echifikal Loc die Minmolidal des kleinsten WKreises

= cote Punkie

OO QC

w\uss mck\r detu\-\% so.m
C(P) wvs. C.(V)‘ = C(?) = Randlinie
c'(P) = qesamte Flache inklusive Randlinie



Brute Focce Al %oc'\“\muv

COMPLETEENUMERATION(P) in O(n%)

1: forall Q C Pmit |Q=3do (%)= 'Lﬂ?";‘—@ £O(n) vide Maglichkeiden
2: bestimme C(Q)  ia 0

3: if PC C*(Q) then a0y, prafen ob alle n Punkle aus P in der

4: return C(Q) Kreisschebe C°(Q) enthollen sind

Las- Veso.s A\tsor}-l\nw\us:

RANDOMISED CLEVERVERSION(P) in O(n loa n)

1: repeat forever

2: wahle Q C P mit |Q| = 11 zufallig und gleichverteilt in O(n) mit Hilfe von ZaWern
3: bestimme C(Q)  ia 0

4; if P C C*(Q) then in O(m

5 return C(Q)

6

verdoppele alle Punkte von P ausserhalb von C(Q)

Den Rewers fior die Laufzeit lassen wic aus }d-‘af&no\eﬂ wey

Lemma 2.28: Sei P' ewne Mu\#imense wit 101 =N Punkien.
I
Sei ¢2N und s Re (f) zufallia 3|¢§ckve.r‘|'c.'||¥. (es gt IRi=c wnd R<P')

Sei X:= |[PNCRY die Angahl Punkle aussechalb von C(R)
N
Dann ist ElX) £ 3. 747
Bsp. \P'1=3

=4 -
R \

Ix1=3



fals p ¢ C'CR) oot ERI=0

2

sonst @ ]

Po @ ‘

G OUA-(P‘ , R) =4

A
Beweis:  wic defineren: ow‘(p,R\ = %O

falls  C(Q\ted) # C(Q) .
essential (p,@) = %O sonst (aesmh\fez,k)ﬁ

fe
. b .
essenkal (¢, R) =0

For pdR gk oul(p,R) =41 ¢=> essential(p, Rutpd) =4

Sev (1= (‘:') ein Laplace - Raum

Bl = 2 PIR]- EXIR]
Re(f)
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Flow ch3ab¢n

Ein Datennetzwerk N = (V, A, ¢, s, t) besteht aus n Servern und einigen gerichteten
Kabelverbindungen dazwischen. Ein Hauptserver § méchte Datenpakete an einen
Zielserver t senden. Jedes Kabel kann maximal ¢ Pakete pro Sekunde weiterleiten.
Allerdings haben auch die Server selbst eine begrenzte Rechenleistung: Der Server ¢ kann
pro Sekunde insgesamt maximal v; Datenpakete verarbeiten und weiterleiten (egal woher
sie kommen und wohin sie gehen).

Modelliere den maximalen Datenfluss von s nach t als ein maxflow Problem.

Wir erstellen ein wodifiziertes Netawerk N'= (V) Ac, s, ¥) ke

o\/':

e A =
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Ein Staudamm im Gebirge versorgt Gber ein Leitungssystem n Dorfer dq, . . . , d,, mit
Wasser. Es gibt eine separate Leitung ohne Kapazitatsgrenze zu jedem Dorf. Im Winter
gibt der Staudamm insgesamt 100 Einheiten Wasser, aber im Sommer nur 10 Einheiten.

Dorf 2 bendétigt im Winter w; Einheiten Wasser und im Sommer s; Einheiten Wasser. Dorf
¢ hat auch ein Speicherbecken der Grasse b;, worin Wasser vom Winter fir den Sommer
aufbewahrt werden kann.

Einige Dorfer sind miteinander befreundet, d.h. sie kbnnen im Sommer gegenseitig
Wasserreserven austauschen.

Wasserzuteilung gibt, sodass alle Dorfer genug Wasser haben.



