Quiz

Consider the Subset Sum problem for a given array A[1.. n| of non-negative integers.
The subproblem T(z', 3) is defined as 1 if and only if there exists a subset of the first z elements

that sum up to s.
Which of the following recurrences is correct? . .
wir brauchen AG) nicht wir branchen AL R dh. es muss eine talsumme der

Xa T(i,s)=T(-1,8)VT(i—1s—Ali])  €s%n i-4 Elemenle geben, die
S- Al'] Summiect,

Ob. T(i,s) =T(i—1,s) VT(i,s— Ali])
Oc T(i,8)=T0GE—1,5— Ali])
O d. T(i,s) =T(i —1,8) AT(i,s — Ali))

Consider the Knapsack Problem. Let P(%, w) be the maximum profit obtainable using the first %
items with total weight at most w. You may assume that w > w;.

Is the following recurrence correct? . . . .
9 dem 1 m)\assm lem 1+ nehmen
A,

P(i,w) = max{P(i —1,w), pri—l— P(i,w — wz)}
V-1
O a. Yes, because it considers both including and excluding item ¢

Kb. No, because it may allow item % to be selected more than once.

capac:lb -
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Assuming that P # N P, which of the following statements are true or false?

True False
O x There is a polynomial-time algorithm for the Knapsack Problem.
}i o There is a polynomial-time algorithm for the Knapsack problem when all
profits are integers between 1 and 100.
O(n-P) & O(n-400n) & O(n?)
x o There is a polynomial-time algorithm for the Knapsack problem when all

weights are integers between 1 and 100.

Oln-W) & O(n-400n) £0(n?)

wel P= jz;e:

(4}
weal W £ w

iz4
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[2)
(aVs W»> Z-_‘w' kannen wir alle Elemente packen - 4r'w'm\3

The algorithm for Longest Ascending Subsequence has computed the following DP table. Here,
M(i, E) is the smallest possible ending value of an ascending subsequence of length £ within a
given array A[1..1].

i\ 1 2 3 4 5 6

1 3 00 00 00 o0 o
2 3 7 00O 00 00 00
3 3|7 8 0O 00 | 00
B 3 4 8 coO | 00 00 A wos [3;),8»“:5»3]
5 3 4 5 00O 00 00
6 3 4 5 9 00 00

What is the length of a longest ascending subsequence of A[1..6]?

Answer: L,

Consider the graph shown in the figure below. Each vertex is labeled with its name inside.

Consider the vertex sequence W, = (a, b, ¢, d, €). Which of the following are true?

True False
X @) W1 is a walk.
b{ O W is a path.
O X W1 is a circuit. must be closed

O X W is a cycle. must be closed



Consider the same graph from the previous question. Consider now the vertex sequence
We = (a, b, ¢, a). Which of the following are true?

True False
x O Wy is a walk.
O ® Waisapath. o is not allowed Yo
occur dwice
X O W is a circuit
X O W is a cycle.

There is a graph with exactly five vertices, whose degrees are given by 1, 2, 2, 2 and 4.

OTrue Z o\,a(,,) - 2|E\ 4242424 4 =14 S unseroo\c.
XFalse vev

Which of the following are true?

True False
O K Every graph that has an Euler tour also has a Hamiltonian cycle.
O X Every graph that has a Hamiltonian cycle also has an Euler tour.
has Eulectour has Hamiltonion cycle

—_>

bul no Eulerlour (as it has w6 nodes with

bud no HamiMtonian cycle
0dd degree)



A graph with n vertices and m edges is stored using adjacency lists. In general, what is the time
needed to enumerate all neighbors of a vertex v?

Q
O a 0O(1) o
X'b. O(1 + deg(v)) :
o @(TE" falls deg(v) =0 v = neighbors]
brauchen wir O(1) : —
O d. (n + ) 26} um das herausufinden ‘Cns““ = 5‘3(")

A graph with n vertices and m edges is stored using an adjacency matrix. In general, what is the
time needed to enumerate all neighbors of a vertex v?

a b ..
Oa O(1) a '{
b
O b. O(1+ deg(v)) .
XC- @(n) v:\OOA/l... oa:
O d. O(n+m) ‘ \ength = n J

We are given a connected graph in which every vertex has even degree. The graph is stored using
adjacency lists. Then we can output an Euler tour in this graph in O(n + m) time.

X True Hierholzer's A\aorb\-\\w\
O False



Discussion of Exercise Sheet ?

Exercise 7.4  String counting (2 bonus points). = Pcersrao\'ma Au-(sabe {zr heute

Given a binary string S € {0,1}" of length n, let f(S) be the number of times “11” occurs in the
string, i.e. the number of times a 1 is followed by another 1. In particular, the occurrences do not need
to be disjoint. For example f(“111011”) = 3 because the string contains three underlined 1s that are
followed by another 1. Given n and k, the goal is to count the number of binary strings S of length n
with f(S) = k.

Describe a DP algorithm that, given positive integers n and k£ with k£ < n, reports the required number.
Your solution should have complexity at most O(nk).

Dimension: DPL1...nllo.. . ko... 4]
Teilproblem: DPLi,j,2] := number of shrings of length i with | occurences of "41"
+hal end in €
Rase Case:  DPl4,0,0) = 4
DPl1,0 1) = 4
DPl4,;,0) = 0 far 4¢ ¢

DPI4,;,4] = 0 far 4 ¢

Rekursion:  Fall €=0: DPli,j,0] = DPli-4, j,0]+ DPLi-4, j,1]

=0 £q||$ j=0
—_— A

Fall 2=14: DPl";:I:"] = DPl;") :’.O] + DP'-;"') 3'4; 4]

4 4

'Berec\vmunssre“r\m@o\az: foc i=1..n:
fory=0..k:

foc€=0..4: berechne DPLi,j,¢]

Lasung: DPln,k,0] + DPln, k,4] Laulzeit:  O(nk)



Grap\nen

Graph: G=(V,E) wit n= 1Vl Knoten und w =|E| Kanten

KnohnmenseIver’c}ccslnoo\es= V, darf nicht leer sein.

Kantenmenae | edages [ links: E  wobet E € 2 Su,vi \ ueV veV, u#y 3

Benachbark| adjacent:  Knoken u und v sind benachbart, falls  $u,v3 €E
An\ieaeno\lincio\m-h Konte $u.vy is! 2u wund v an“eamd

C‘)rao\/o\zscez'- o\ca(v) = Aanzahl Kanlen, die 2u v am\icscn

Bs‘:: V=ZA,2,3,‘1,$3

E=$§423,82,33, 83,43, f2,53, 14,533

- 2 und 3 snd benachbark

- $3,43 st 2w I und b onliegend

- o\es(s) =2, dea(h) = A

Erreicht [reaches® Knoten u erreich} v, {alls es einen Nea von U nach v SEH
luSamw\m\r\anaeml Jconnected: Jeder Knoten w erreichl Jea\cn Knotea v
2usamm¢nhan83k0mfonmk (2HK): Eine ;qu'wo«\zmk\qsst dec Reladion * u erreicht v

] connecied Covvlfoncn-\'

/ WKy = $4,2,5%

Bsp: / (? : - 2usomm0.n\n3n5mo\ ?
@\® @,) - 2 erceichi U @\® WK, = §3,03



Weq [walk: Eine Felge von 2+4 Knoken (vo,va, ..., V), sodass es alle 2uwei
au{e’mano\crfo\amo\t Knolen durch eine Kanle verbunden sind.
Die L3n3¢ ¢ is} die Anzahl der Kanten.
Knolen und Kanten dirfen mehcfach verwendet werden.

Pfad [path: Ein Weg, der kenen Unolen mehrfach verwsended

Greschlossenec Weg: Ein Weq sodass vy = v

lc\osed walk

Zyklus | ciceuit: Ein gqeschlossener Weq, der keine Kanle mehrfach verendet  und Lange 2 4 hat

Kress | cyele: Ein Icok\us, der kenen Knoten mehcfach versendet ausser Vo= v,

Ac\rﬂw\a'- QUk\us =+ Cac\t

A\Aaabu

&
Wie viele 2HKs gibt es?
Wie viele verschiedene P{ade von 4 nach 6 gibt es?

Wie viele verschiedene Wege von 4 nach 6 gibt es?

Wie viele verschiedene P{ade dec "3"‘3‘ 4 von A nach 6 3’.&,\, es ?
Wie viele verschiedene \A)eac. der Lan3¢ 3 von A nach 3 3§b¥ es?
Wie viele verschiedene WKreise gkt es?

Welche magliche Langen Kkann ein Weg von 4 nach § haben ?

Wie viele verschiedene ?ak\er\ gibd es !



Hanc\ScNaa- Lemma Z&V d‘a “ = 2\l
v

Intuidion:  Jedes mal, wenn wir eine neue WKande §u,vi hinau‘&am, |

Werden o\ea(u\ und dlegq(v) qenau uwm eing grasser, dh, die )
Aoﬁ(v)'?.-i-d

Summe aller Knoknaerae\o. wird genau um 2 gedsser, deg(w) =3 +4
Euler wegq: Ein \Ac.s, der :‘e.o\t. Kante genau einmal verwsended ‘A\ !\J‘\L’
Eulerayklus - Ein Ibk\us, der jede Kanke genou einmal verusended ﬁ% 1t
Homil¥onpfad: Ein Plad, der jeden Knolen genou einmal verwsended jijf
Howmiltonkreis: Ein Kreis , der jeden Knolen genau einmal verendet j@T
Au-(sabz’
Eu\erwcs? O Eu\erwes?
Eu\er‘zvak\us? Eu\erzvak\us?
H«mi“onf-(ae‘ ? O Hami“onp-(ao\ ?

Hamillonkreis? Hamillonkreis?






Sei G ein usammenhancender Grqfh. Dann a;“"

Satz von Eulec:
G hal enen Eu\c.r‘tnk\us = Alle Knohnsuao\e sind Scrae\e.

Infuidion: Wi lauden in ‘aech.n Unolen gleich off Wen wie hnaus

A\\aeme'\m Se. G en Carqfh. Dann 33“*

G haol einen Eu\u‘iuk\us = Alle Knohnscmo\c. sind ao.rao\e. und

alle Kanten sind n derselben 20K
G hal emen Eulerweg <= Alle Knolengerade sind qerade Qussec hachstens 2vei pnd

alle Kanten sind W derselben 2HK

"hachskns 2we": wean Shar} Eanno-‘u\, dann laufin Wi in den
Startknoten einmal weniger hinein als hinaus und in den

Endknolen emmal mehe hinein als hinaus

[ ]
Ale Kanten in derselben 2HK
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Alsor'.“\mus von Wierholzer:

<> EULER TOUR
a l 1 EULERZYKLUS(vg)
2 W « FINDEZYKLUS(vg)
3 laufe W ab; for jeden besuchten Knoten v:
4 if deg(v) > @ then
5 Z « FINDEZYKLUS(v)
6 flige Z an der aktuellen Stelle in W ein
7 return W
9 FINDEZYKLUS(vg)
1 £ <0
11 repeat
Start EULERZYKLUS(A) 12 if es gibt in E eine zu vy inzidente Kante e = {vg, u} then

13 Vgaq € U

12 £« £+1
Step @ / 116 > |<) Reset P Auto Play >l Jump to End
15 losche e aus E

16 else return W = (Vg, Vi, ..., Vg)

Loul2et: O(m) it Ao\;\qun‘i\;s\t

A‘sor't“\lmhs {ar Homiltenkeers 2
* NP vo\\s’cano\ia
¢ bester bekannker A\aor'dhwms hot exponentielle Lau{zeit

¢ noachsles Semester

11
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Ao\da?.en'i moatrix  und Aa\baaeni\iﬂe

Graph (n = 5, m = 6)

Adjazenzlisten

Adjazenzmatrix

u\v |1 2 3 (4 (5
1 o 1 1 0 0
2 1T 0 1 1 0
3 1T 1 0 0 1
4 0100
5 6611 0

Erweiterte Adjazenzlisten

12

Knoten | deg(v)
Array der
Knoten 1 2 x| 2 |° B
1 2 |- 3 |x
2 1 | 3 e 4 [x 213 BN == .
3 1 |e 2 |e 5 |x 3|3 NIRRE ] ]
4 2 | 5 |X
4)| 2 x[ 2 (* .
5 3 | 4 |X
5| 2 >(x| 3 |[* .
Operation Adj.-Matrix Adj.-Listen erweitert
Ist {u,v} € E? O(1) O(deg(u))
Finde einen Nachbarn von v O(n) O(1)
Finde alle Nachbarn von v O(n) O(deg(v))
Finde deg(v) O(n) O(deg(v)) 0O(1)
Losche Kante e = {u,v} o(1) O(deg(u) + deg(v)) O(1)
Fiige Kante e = {u, v} ein O(1) O(deg(u))
Losche bzw. fiige Knoten v ein(®) O(n?) O(n+m) O(n)



Ist {u,v} € E?

Adjazenzmatrix: O(1)

(Example: {2,4} € E?)

u\v |1 2 3 4 5
1 0O 1 1 0 O
2 1 0 1 1 0
3 1T 1 0 0 1
4 0O 1 0 0 1
5 O 01 1 O

Finde einen Nachbarn von v

Adjazenzmatrix: O(n)

u\v |1 2 3 4 5
1 O 1 1 0 O
2 1 0 1 1 O
3 1T 1 0 0 1
4 0O 1 0 0 1
5 o 0 1 1 O

Finde alle Nachbarn von v

Adjazenzmatrix: O(n)

u\v |1 2 3 4 5
1 o 1 1 0 O
2 10 1 1 O
3 1 1 0 0 1
4 o 1 0 0 1
5 0O 01 1 0

Adjazenzlisten: O(deg(u))

(6T

ENE s EIE

[2] 141

3] 15 1

-G
ClGEET

EEE e ENE

(Example: v = 4)

Adjazenzlisten: O(1)

Kl ENE oo ENE

EE o EIE

L4 1

[2]

3] 15 1

-G
GG IR

L 12 [

(Example: v = 4)

Adjazenzlisten: O(deg(v))

(-G

ENE e EIE

[2] L4 1

E 15 1A

EsSEAC D
B EICe Tl

EHE e E1E
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Erweiterte Adjazenzlisten: O(deg(u))

DB CEIi=AE
BB R = AR E=AE1E
BRIt
DBt
BB

X

X

A= ARIE=AE
el T
> el «

X

Erweiterte Adjazenzlisten: O(1)

Rt =AE
KM= AEli=AE
BRI
Hx
GleF

X

X

A= ABIE=AE
2= A
> el

X

X

Erweiterte Adjazenzlisten: O(deg(v))

[z 2 et
B
EIERE
DRt
Bt

X

[N
BE=AE
I~

X

[ N
I|2|! I|5
[ [S1

X

T
el
> el

X
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Finde deg(v) (Example: v =3)

Adjazenzmatrix: O(n) Adjazenzlisten: O(deg(v)) Erweiterte Adjazenzlisten: O(1)
u\v |1 2 3 4 5 1 2 |e 3 |x 12 x| 2 3 |x
S O R IEN o K N o N O 0 e i A = A
2 1T 0 1 1 O
3 11 0 0 1 3 1 2 5 |x 13 T » T
4 0O 1 0 0 1
4 2 5 |x
5 o 0 1 1 O 4] 2 12 = T
5 3 4 |x
512 x| 3 4 |x

Losche Kante ¢ = {u,v} (Example: Delete e = {2,3})

Adjazenzmatrix: O(1) Adjazenzlisten: O(deg(u) + deg(v)) Erweiterte Adjazenzlisten: O(1)

i =8E

X

a\o |12 3 4 5 [ ] 2 [F] 5 ]+ BB =t

1 [0 1 10 0

2 |1 0 150 1 0 2 L b g B 4 | |2|2HX1|®|4X
3 1 150 0 0 1 0

4 |0 1 0 0 1 ’ : = > " HE = [2 1=l 5 [
5 /0 0 1 10 BB E=E

DB Ei=A]
BB TE=AE

5 3 4 |x

X

Fuge Kante ¢ = {u,v} ein (Example: Inserte = {1,4})

A

41 3 x| 1 2 5 |x

Adjazenzmatrix: O(1) Adjazenzlisten: O(deg(u)) Erweiterte Adjazenzlisten: O(deg(u))
AV NS S R 0 o) O A N RN 3 e A G = RN
1 0 1T 1 01 O | r ST - :;1
2 1 01 1 0 L2 =0 3 e 2 [ 3 =[] 1 3 4 |
3 1 1 0 0 1 '
Tl o o 3=l 2 s [ :

B IR =N El =S EAE
S R I C e EIC e

4

X

Tef

> el




Losche Knoten v

Adjazenzmatrix: O(n?)
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(Example: Delete v = 3 and incident edges)

u\v |1 2 3 4 5
1 o 1 1 0 O
2 1T 0 1 1 0
3 1T 1 0 0 1
4 0O 1 0 0 1
5 0O 01 1 0

Fige Knoten v ein

Adjazenzmatrix: O(n?)

Adjazenzlisten: O(n + m)
Bl B E NS
N e K e ENE e RN E
I e K e N E e BN E
L4 =12 =15
I s ENE e KN

Erweiterte Adjazenzlisten: O(n)

1 1 x| 2 3 |x
2| 2 ><1'_<ii_.3 4 |x
3|3 x| 1 2 5 [x
4| 2 x| 2 5><I
5 1 x| 3 4 [x

(Example: Insert v = 6 with edges {2,6}, {5,6})

w\v|1 2 3 4 5 6
1 ]0 1 1 0 0 0
2 /1 0 1 1 0 1
3 /11 00 1 0
4 /01 0 0 1 0
5 /00 1 1 0 1
6 0 1 00 10

Adjazenzlisten: O(n)

Bt
GEKICeEICe Il

D

Bt

FGEED

Bt

(6]
[ |

o

[x ]

Erweiterte Adjazenzlisten: O(n)
KNS EENG=8EIl
L2 le rf s Pl el 2 [l o 1

BRI IR =R

DB IR E

Lo ls it e [l s [t ] «

| A |
BRRIaEEAa

X
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T;pps ":Gr C‘)ra‘:h— Bewelsaw('aabcnr
* |mmer genaue moathemotische Definibionen der B‘s"" ffe verwenden
. Bewe'uss-ha-\-eo'.en ous DiskMath sind besenders Wifreich:

e Kon"faposmon'- A-8=.8-.A

Widerspruchsbewers: 1A= L

Fallunte rsckt’\o\wts

®

Cnbznbe'ose'm\

. Piaeon hole Pr&n‘i'\?

Au‘%ﬂben :

Prove or disprove: Jeder Graph, in dem alle Knotengrade gerade sind, ist zusammenhangend.

COuerexam‘:la :

Prove or disprove: Sei G ein Graph und a, b, ¢ € V drei verschiedene Knoten von G. Wenn A-B
es ein Weg von a nach b, und ein Weg von b nach c gibt, dann gibt es ein Pfad von a nach c.

Beweis: Sei (a, Vo, vy, ..., v, b) en Weg von a nach b
S& (b, Wy, W,, ... , W, c) ein Weg von b nach ¢
Oann ist (8, Va, v, .00, W, by, W, .. , W, ) ein Weg von a nach ¢
Solange ¢in Knoten d doppelt Vorkommt, Kirzen v ab.
D.h. {alls der Weg die Form (x,,..., x,,d ) By ey W) - SO VRN ‘ik) ha‘\',

kivrzen wir 2u (x,,,-,.,x.‘)o\’ 24,...,‘2k) ab



17
So erhollen i einen Pfad von a nach ¢

Prove or disprove: Wenn ein Graph G einen Eulerzyklus Z hat, sodass Z ein Kreis ist, dann
muss (G einen Hamiltonkreis haben.

Coun\'erexampla :

Prove or disprove: Sei GG ein Graph mit n > 3 Knoten. Wenn G zusammenhingend ist und

m = n — 1 viele Kanten hat, dann muss es einen Knoten mit Grad 1 geben.

Widerspruchsbewers: Annolme: G hat keinen Knolen it Grad 4 (1 A)
= WeV: des(V) 2 2

DY deg 2y 2

vey vey
= z o\ca(V) 272n
vey
= 2m 2 2n

= Widerspruch 2u m =n-4 (1)



Prove or disprove: Jeder Graph, der einen Hamiltonkreis und einen Eulerweg hat, muss auch
einen Eulerzyklus haben.

Counhrexam‘:\zt hal keinen Eu\crzvok\us well es Knoten mit unstfaa'-n

Kno-\enam«:\en SRH-

Prove or disprove: Wenn ein Graph GG einen Hamiltonpfad besitzt, dann ist G
zusammenhangend.

Beweis:  Sei (va, vy, ..., vn) ein Hamitonpfad n G,

Seien x4 €V belicois.
Fall x= Y:
= x erreicht y
Fall x#4:
Set vi=x und vj=y

w.\.o.s sey | & J

=) (Vi,v'..u‘, ey vj) st en \»)es von V;=x noach vi=y

D % errercht )

Weil Vxye Vi x erreicht 9, {olg¥ dass G 2usammenhangend ist

18



Prove or disprove: Sei G ein zusammenhingender Graph, sodass es fir jeden Knoten v einen
Eulerweg E, gibt, der bei v startet. Dann hat (& einen Eulerzyklus.

Counte rexo«m‘:\o. : O_O

Prove or disprove: Sei (G ein zusammenhéngender Graph mit n > 4 Knoten, sodass es fir
jeden Knoten v einen Eulerweg E, gibt, der bei v startet. Dann hat (& einen Eulerzyklus.

Widerspruchsloewseis:
Annahme: G hat keinen Eulerzyklus (1 A)
= Es gibt cinen knoken X €V mi} ungeradem  Grad.
Se\ E, = (x,v,., Vi, v)
= dgs(ﬂ wnd deq(y) sind umazme\&

= YveViix,yy: 0\0.3(\'3 ish gerade

= Ey, muss ein geschlossener Weg sein, weil deg(va) qerade ist,

2 Ey, ist en Eu\erivak\us

= Widerspruch (1)

Prove or disprove: Sei G ein Graph mit n. > 4 Knoten, sodass es fiir jeden Knoten v einen
Hamiltonpfad H,, gibt, der bei v startet. Dann hat G einen Hamiltonkreis.

Coun\'erexampla :

19
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Prove or disprove: Jeder Graph (G mit n > 3 Knoten, in dem jeder Knoten v einen Grad von

mindestens deg(v) > m/2 hat, muss zusammenhéngend sein.

Beweis:

Seien x,y €V belicbiy.
Fall x=y: => x erreicht Y
Fall x#y A §x,u3€ E: = x erreicht y
Fall x#u A §x,u1€ E:

Ser X die Hem)e der Nachbaren von X,

Sev Y die Menae der Nachbaren von
D012 8 und V125 wel deg(02] und eyl 2§
D xR,y € X und %Yy €Y
Wi 2eigen XaV # @ wut einem Widerspruchsbewais:
Annahwme: XaVy =&
= (v 2 IXI+1Y]+4+4

+2

2

e
IS
NS

= n

= n 2 n+2 st ein Widerspruch
= Welalse XnY # @ sk, gibt es einen Knoten s € XaV
S (%,5,4) ist en Plad von X nach Y.
% erreicht y

Weil VxyeV: x erreicht Y, folg¥ dass G 2usammenhangend ist



